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Αναλογίες 
Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε 
αρχικά τα ευθύγραμμα τμήματα. Θα 
εισάγουμε την έννοια του λόγου ευ-
θύγραμμων τμημάτων, απ’ όπου θα 
προκύψει η έννοια της μέτρησης 
και του μέτρου ευθύγραμμου τμή-
ματος. 
Στη συνέχεια θα αποδειχθούν οι 
βασικές προτάσεις του κεφαλαίου 
που είναι το θεώρημα του Θαλή και 
το θεώρημα των Διχοτόμων ενός 
τριγώνου. 
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Βασίλη Καντίνσκυ, (Ρώσος, 1866 - 
1944), «Μέσα στο μαύρο τετράγω-
νο» 1923. 
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7.1 Εισαγωγή 
Μέγεθος γενικά λέγεται οτιδήποτε 

επιδέχεται αύξηση ή ελάττωση. Γε-
ωμετρικά μεγέθη λέγονται τα μεγέ-
θη που εξετάζονται από τη Γεωμε-
τρία. Τέτοια είναι τα ευθύγραμμα 
τμήματα, οι γωνίες, τα τόξα, οι επι-
φάνειες επίπεδων σχημάτων, οι 
όγκοι των στερεών κτλ. 
Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε 
με τα απλούστερα γεωμετρικά με-
γέθη, τα ευθύγραμμα τμήματα. 
Αρχικά θα διαιρέσουμε δοσμένο ευ-
θύγραμμο τμήμα σε ν ίσα μέρη. 

7.2 Διαίρεση ευθύγραμμου τμή-
ματος σε ν ίσα μέρη 

Έστω ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ, 
το οποίο θέλουμε να διαιρέσουμε 
σε ν ίσα μέρη (ν ≥ 2). 
Φέρουμε τυχαία ημιευθεία Αx, δια-
φορετική από την ΑΒ και παίρνου-
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με με το διαβήτη πάνω σε αυτή ν 
διαδοχικά ίσα τμήματα  

ΑΜ1 = Μ1Μ2 = ... = Μν-1Μν. 

 
Σχήμα 1 

Έπειτα φέρουμε το τμήμα ΜνΒ και 

από τα σημεία Μ1, Μ2, ..., Μν-1 φέ-

ρουμε παράλληλες προς τη ΜνΒ 

που τέμνουν το ΑΒ στα σημεία  

Ρ1, Ρ2, ..., Ρν-1 αντίστοιχα. Οι πα-

ράλληλες αυτές, σύμφωνα με το 
θεώρημα ΙΙΙ, § 5.6, ορίζουν ν ίσα 
τμήματα πάνω στην ΑΒ. Επομένως 

τα ν ίσα ευθύγραμμα τμήματα ΑΡ1, 

Ρ1Ρ2, ... , Ρν-1Β είναι τα ζητούμενα. 

Στη συνέχεια θα ορίσουμε, γενικά, 
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το γινόμενο ευθύγραμμου τμήματος 
με οποιοδήποτε ρητό αριθμό και το 
λόγο δύο ευθύγραμμων τμημάτων. 

7.3 Γινόμενο ευθύγραμμου τμή-
ματος με αριθμό . Λόγος ευθύ-
γραμμων τμημάτων. 

• Όπως είδαμε στην §2.8, αν AB=α 
ευθύγραμμο 
τμήμα και ν φυ-
σικός αριθμός, 
ονομάζουμε γι-
νόμενο του  

 
Σχήμα 2 

τμήματος ΑΒ επί το φυσικό αριθμό 
ν το ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ, το ο-
ποίο είναι το άθροισμα ν ευθύ-
γραμμων τμημάτων ίσων προς το 
ΑΒ=α. 
Γράφουμε ΓΔ = ν∙ΑΒ. 

• Αν χωρίσουμε, όπως παραπάνω, 
το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ = α σε ν 
ίσα μέρη καθένα από τα ν ίσα τμή-
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ματα τα παριστάνουμε με 
AB

ν
 ή 

1
AB

ν
 . Ένα ευθύγραμμο τμήμα ΕΖ 

λέγεται υποδιαίρεση (ή υποπολλα-

πλάσιο) του ΑΒ αν υπάρχει ένας 

φυσικός αριθμός ν ώστε 
ΑΒ

ΕΖ
ν

  . 

 
Σχήμα 3 

 
• Αν μ είναι ένας θετικός ακέραιος 
και προσθέσουμε μ τέτοια τμήματα 
προκύπτει το τμήμα  

1 μ
ΓΔ μ ΑΒ ΑΒ

ν ν

 
  

 
. 

Ονομάζουμε λοιπόν γινόμενο του 
ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ επί το 

θετικό ρητό αριθμό 
μ

q
ν

  το ευθύ-

γραμμο τμήμα ΓΔ, το οποίο είναι το 
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άθροισμα μ ευθύγραμμων τμημά-

των ίσων με 
1

ΑΒ
ν

. 

Γράφουμε ΓΔ = q ∙ AB. 
Ορίζουμε ότι το γινόμενο ευθύ-
γραμμου τμήματος επί τον αριθμό  

q = 0 είναι το μηδενικό ευθύγραμμο 
τμήμα. 
Αποδεικνύεται ότι για ένα δοσμένο 

ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και ένα θετι-

κό άρρητο αριθμό ρ υπάρχει πά-
ντοτε ένα ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ τέ-
τοιο, ώστε ΓΔ = ρ∙ΑΒ.  
Η κατασκευή όμως, τέτοιων ευθύ-
γραμμων τμημάτων με τον κανόνα 
και το διαβήτη δεν είναι πάντοτε 
δυνατή. 

• Έστω δύο μη μηδενικά ευθύ-
γραμμα τμήματα ΑΒ και ΓΔ. Αν υ-
πάρχει ευθύγραμμο τμήμα ΚΛ και 
φυσικοί αριθμοί μ, ν τέτοιοι ώστε να 
ισχύει: ΑΒ = ν ∙ ΚΛ και ΓΔ = μ ∙ ΚΛ 
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τα δύο ευθύγραμμα τμήματα λέγο-

νται σύμμετρα. Το ΚΛ λέγεται κοινό 
μέτρο των ΑΒ και ΓΔ. 
Από τα προηγούμενα προκύπτει 
ότι αν τα τμήματα ΑΒ και ΓΔ 
είναι σύμμετρα, τότε θα υπάρχει έ-

νας θετικός ρητός αριθμός 
μ

q
ν

  τέ-

τοιος, ώστε ΓΔ = q ∙ ΑΒ. Ο αριθμός 

q λέγεται λόγος των δύο τμημάτων 
και γράφεται με μορφή κλάσματος, 

δηλαδή 
ΓΔ

q
ΑΒ

  

ΣΧΟΛΙΟ 

Η γραφή 
ΓΔ

ΑΒ
 δεν σημαίνει διαίρεση 

ευθύγραμμων τμημάτων αλλά είναι 
συμβολική γραφή της ισότητας  
ΓΔ = q ∙ AB. 
Σημαίνει διαίρεση όταν τα θεωρή-
σουμε πάνω στην ίδια ευθεία. 
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ΠΑΡΑΤΗΡHΣΗ 
Το κοινό μέτρο δεν είναι μοναδικό 
γιατί κάθε υποδιαίρεση του ΚΛ είναι 
κοινό υποπολλαπλάσιο των ΑΒ και 
ΓΔ. Επίσης είναι φανερό ότι δύο 
σύμμετρα ευθύγραμμα τμήματα εί-
ναι (ακέραια) πολλαπλάσια κάθε 
κοινού τους μέτρου. 

Δύο ευθύγραμμα τμήματα που δεν 

είναι σύμμετρα λέγονται ασύμμε-
τρα. Θα λέμε επίσης ότι ο λόγος 

τους είναι άρρητος αριθμός. 
Τέτοιες περιπτώσεις δεν είναι σπά-
νιες. Θα δούμε αργότερα ότι η 
πλευρά και η διαγώνιος ενός τε-
τραγώνου δεν έχουν κοινό μέτρο. 

7.4 Ανάλογα ευθύγραμμα τμήματα 
- Αναλογίες 
Δύο ευθύγραμμα τμήματα α, γ λέ-

γονται ανάλογα προς δύο άλλα ευ-
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θύγραμμα τμήματα β, δ όταν ο λό-
γος του α προς το β ισούται με το 
λόγο του γ προς το δ, δηλαδή όταν 

ισχύει: 
α γ

(1)
β δ
 . Αυτό σημαίνει ότι 

υπάρχει θετικός αριθμός λ, ώστε να 
ισχύει α = λ∙β και γ = λ∙δ. 
Η παραπάνω ισότητα (1) λέγεται 

αναλογία με όρους τα ευθύγραμμα 
τμήματα α, β, γ και δ. Τα τμήματα α 

και β λέγονται ομόλογα ή αντίστοι-
χα. Το ίδιο και τα γ και δ. 

Τα α, δ λέγονται άκροι όροι, ενώ τα 

β, γ μέσοι όροι της αναλογίας. Ο 
τέταρτος όρος δ της αναλογίας λέ-

γεται και τέταρτη ανάλογος των α, 
β και γ. 

Στην αναλογία 
α β

β γ
  οι μέσοι όροι 

είναι ίσοι. Αυτή η αναλογία λέγεται 

συνεχής και ο β λέγεται μέση α-
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νάλογος των α και γ. Το β λέγεται 

επίσης γεωμετρικός μέσος των α 
και γ. Συχνά είναι χρήσιμο να αντι-
καταστήσουμε μια αναλογία με μια 
ισοδύναμη έκφραση. Για το σκοπό 
αυτό χρησιμοποιούμε τις ιδιότητες 
των αναλογιών, που είναι γνωστές 
από το Γυμνάσιο, τις οποίες παίρ-
νουμε χωρίς απόδειξη. Οι σπου-
δαιότερες από αυτές είναι οι εξής: 

ΙΔΙOΤΗΤΕΣ ΑΝΑΛΟΓΙΩΝ 

• 
α γ

αδ βγ
β δ
   , 2α β

β αγ
β γ
    

• 
α γ α β

β δ γ δ
    

• 
α γ α β γ δ

β δ β δ

 
   ,  

   
α γ α γ

β δ α β γ δ
  

 
 

• 
α γ κ α γ κ

β δ λ β δ λ

  
   

  
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ΠΑΡΑΤΗΡHΣΗ 
Όταν εφαρμόζουμε ιδιότητες σε α-
ναλογίες με όρους ευθύγραμμα 
τμήματα, θεωρούμε ότι έννοιες που 
δεν έχουν οριστεί για ευθύγραμμα 
τμήματα (π.χ. "πολλαπλασιασμός 
ευθύγραμμων τμημάτων"), αναφέ-
ρονται αποκλειστικά στα μήκη 
τους. 

7.5 Μήκος ευθύγραμμου τμήμα-
τος 

Όταν λέμε ότι θα μετρήσουμε ένα 
ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ σημαίνει ότι 
θα το συγκρίνουμε με ένα άλλο ευ-
θύγραμμο τμήμα ΓΔ, το οποίο 
παίρνουμε ως μονάδα μέτρησης. Η 
επιλογή της μονάδας μέτρησης εί-
ναι αυθαίρετη. 
Στο 2ο κεφάλαιο αναφέραμε την έν-
νοια του μήκους ευθύγραμμου τμή-
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ματος. Εδώ θα διατυπώσουμε τον 
ορισμό με τη βοήθεια του λόγου ευ-
θύγραμμων τμημάτων. 

Ορισμός   

Μέτρο ή μήκος ενός ευθύγραμμου 
τμήματος είναι ο λόγος του προς 
ένα άλλο ευθύγραμμο τμήμα, που 
παίρνουμε ως μονάδα μέτρησης. 

Άμεσες συνέπειες του ορισμού του 
μέτρου τμήματος είναι οι παρακάτω 
προτάσεις: 

• Δύο ίσα τμήματα έχουν ίσα μέτρα 
και αντίστροφα, ως προς οποιαδή-
ποτε μονάδα μέτρησης. 

• Ο λόγος των μέτρων δύο τμημά-
των, που μετρώνται με την ίδια μο-
νάδα μέτρησης, ισούται με το λόγο 
των δύο τμημάτων και είναι ανεξάρ-
τητος από τη μονάδα μέτρησης. 

ΠΑΡΑΤΗΡHΣΕΙΣ 
• Το μέτρο του τμήματος είναι μη 
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αρνητικός αριθμός και θα συμβολί-

ζεται όπως και το τμήμα. Έτσι, με 

το σύμβολο ΑΒ θα εννοούμε και 
το μέτρο του τμήματος ΑΒ. 
• Όσα αναφέραμε για το λόγο και 

το μέτρο τμήματος ισχύουν γενικά 
και για άλλα γεωμετρικά μεγέθη, 
όπως η γωνία, το τόξο κτλ. 

7.6 Διαίρεση τμημάτων εσωτερικά 
και εξωτερικά ως προς δοσμένο 
λόγο 

Είδαμε στην § 7.2 πώς διαιρούμε 
ένα ευθύγραμμο τμήμα σε ν ίσα μέ-
ρη. Θα δούμε στη συνέχεια πότε 
ένα σημείο Μ διαιρεί ένα ευθύγραμ-
μο τμήμα σε δοσμένο λόγο.  
 

Σχήμα 4 

 
Σε ευθεία xy δίνονται δύο ορισμένα 
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σημεία Α και Β. Έστω σημείο Μ της 
ευθείας xy, διαφορετικό του Β.  
Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: 
1) Αν το Μ είναι εσωτερικό σημείο 
του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ τότε 
ο λόγος των αποστάσεών του από 

τα Α και Β ισούται με 
ΜΑ

ΜΒ
. Λέμε ότι 

το Μ διαιρεί εσωτερικά το ευθύ-
γραμμο τμήμα ΑΒ σε λόγο λ, αν και 

μόνο αν 
ΜΑ

λ
ΜΒ

 . Για το σημείο Μ 

ισχύει η παρακάτω πρόταση. 

Πρόταση 

Το σημείο Μ είναι μοναδικό. 
Απόδειξη 
Πράγματι, αν Μ´ εσωτερικό σημείο 

του ΑΒ ώστε 
Μ΄Α

λ
Μ΄Β

  , τότε έχουμε: 

ΜΑ Μ΄Α ΜΑ Μ΄Α

ΜΒ Μ΄Β ΜΑ ΜΒ Μ΄Α Μ΄Β
   

 
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ΜΑ Μ΄Α
ΜΑ Μ΄Α

ΑΒ ΑΒ
   , 

οπότε το σημείο Μ ταυτίζεται με το 
σημείο Μ΄. 

Αν 
ΜΑ

λ
ΜΒ

 , τότε  

ΜΑ λ ΜΑ λ

ΜΒ 1 ΜΑ ΜΒ λ 1
   

 
 

λ
ΜΑ ΑΒ

λ 1



 και  

λ
ΜΒ ΑΒ ΜΑ ΑΒ ΑΒ

λ 1
    


 

1
ΜΒ ΑΒ

λ 1



. 

2) Αν Μ σημείο στην προέκταση 
του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ, τό-
τε πάλι ο λόγος των αποστάσεών 

του από τα Α και Β ισούται με 
ΜΑ

ΜΒ
. 

Λέμε ότι το Μ διαιρεί εξωτερικά το 

ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ σε λόγο λ, 

20 / 149 



 21 

αν και μόνο αν 
ΜΑ
= λ

ΜΒ
 . 

Ανάλογα αποδεικνύεται ότι και σε 

αυτή την περίπτωση, το σημείο Μ 

είναι μοναδικό. 
Διερεύνηση 
(i) Αν λ=1, τότε προφανώς δεν υ-
πάρχει σημείο Μ που να διαιρεί ε-
ξωτερικά το ΑΒ σε λόγο λ=1, αφού 
ΜΑ ≠ ΜΒ. Στην περίπτωση αυτή το 
Μ είναι το μέσο του ευθύγραμμου 
τμήματος. 
 

Σχήμα 5 

 

(ii) Αν λ>1, τότε 
ΜΑ

1 ΜΑ ΜΒ
ΜΒ

   , 

οπότε το Μ βρίσκεται στην προέ-
κταση του ΑΒ, προς το μέρος του Β 
(σχ.5). Στην περίπτωση αυτή έχου-
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με:     
ΜΑ ΜΑ λ

λ
ΜΒ ΜΒ 1

     

ΜΑ λ

ΜΑ ΜΒ λ 1
 

 

λ
ΜΑ ΑΒ

λ 1



 και  

λ
ΜΒ ΜΑ ΑΒ ΑΒ ΑΒ

λ 1
    


 

1
ΜΒ ΑΒ

λ 1



. 

 

 (iii) Αν λ < 1 τότε  
ΜΑ

1
ΜΒ

  

ΜΑ ΜΒ , οπότε το Μ βρίσκεται 
στην προέκταση του ΑΒ, προς το 
μέρος του Α (σχ.6). 
 

Σχήμα 6 

 
Όπως παραπάνω βρίσκουμε ότι  

λ
ΜΑ ΑΒ

1 λ



  και  

1
ΜΒ ΑΒ

1 λ



. 

(iv) Οριακές θέσεις 
α) Όταν το σημείο Μ τείνει στο Α, το 
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τμήμα ΜΑ τείνει στο μηδενικό ευθύ-
γραμμο τμήμα, οπότε ο λόγος λ τεί-
νει στο μηδέν. 
β) Όταν το σημείο Μ τείνει στο Β, το 
τμήμα ΜΒ τείνει στο μηδενικό ευθύ-
γραμμο τμήμα, οπότε ο λόγος λ τεί-
νει στο άπειρο. 
γ) Όταν το σημείο Μ απομακρύνε-
ται απεριόριστα, τα τμήματα 
ΜΑ και ΜΒ τείνουν να ταυτιστούν, 
οπότε ο λόγος λ τείνει στη 
μονάδα. 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
Δεχόμαστε συμβατικά πως, όταν 
λέμε ότι το σημείο Μ διαιρεί το ευ-
θύγραμμο τμήμα ΑΒ σε λόγο λ,  

εννοούμε 
ΜΑ

λ
ΜΒ

  και όχι 
ΜΒ

λ
ΜΑ

 . 

 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ 
• Αν Ο είναι το μέσο του ευθύγραμ-
μου τμήματος ΑΒ, τότε το σημείο Μ 
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τέτοιο ώστε 
ΜΑ

λ
ΜΒ

  βρίσκεται μετα-

ξύ Ο και Α όταν λ<1 και μεταξύ Ο 
και Β όταν λ>1. 

• Αν 
ΜΒ

λ
ΜΑ

 , λέμε ότι το Μ διαιρεί 

το ευθύγραμμο τμήμα ΒΑ σε λόγο λ. 
Δηλαδή θεωρούμε ότι τα άκρα Α και 

Β του τμήματος είναι διατεταγμένα. 
Ένα τέτοιο ευθύγραμμο τμήμα λέγε-

ται προσανατολισμένο. 

 
Σχήμα 7 

 

AΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ 
Ερωτήσεις Κατανόησης 
1. Να ορίσετε τους παρακάτω λό-
γους: 
i) της υποτείνουσας ορθογώνιου 
τριγώνου προς την αντίστοιχη διά-
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μεσο, 
ii) μιας εγγεγραμμένης γωνίας προς 
την αντίστοιχη επίκεντρη, 
iii) της διαμέτρου ενός κύκλου, 
προς την ακτίνα του, 
iv) μιας ορθής γωνίας προς μια γω-
νία ισόπλευρου τριγώνου. 
2. Στο παρακάτω σχήμα είναι  
ΑΒ = 10α και ΑΓ = 2α. 
Να βρεθούν οι λόγοι: 

 
i) ΑΒ προς ΑΓ, ii) ΑΓ προς ΑΒ, 
iii) ΒΓ προς ΑΒ, iv) ΑΓ προς ΒΓ. 
3. Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και 

σημείο του Γ έτσι ώστε 
AΓ 1

ΓΒ 2
   

 

Τότε ο λόγος 
ΒΓ

ΑΒ
 είναι:  
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i) 2     ii) 3     iii) 
3

2
     iv) 

2

3
 

v) κανένα από τα παραπάνω. 
(Να δικαιολογήσετε την απάντησή 
σας). 
4. Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα  
AB = 12 cm και το μέσο του Ο. Να 
βρεθεί σημείο Μ του ΑΟ, ώστε τα 
σημεία Μ και Β να διαιρούν εσωτε-
ρικά και εξωτερικά αντίστοιχα το 
τμήμα ΑΟ στον ίδιο λόγο. 

 
Ασκήσεις Εμπέδωσης 
1. Οι γωνίες ενός τριγώνου είναι 
ανάλογες προς τους αριθμούς 4, 3, 
2. Να βρεθούν οι γωνίες του τριγώ-
νου σε μοίρες. 
2. Ο λόγος μιας γωνίας ω προς την 
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παραπληρωματική της είναι 
1

3
. Να 

βρεθεί η γωνία ω. 
3. Οι πλευρές ενός τριγώνου είναι 
ανάλογες προς τους αριθμούς 6, 3, 
4. Αν η περίμετρος του τριγώνου 
είναι 65cm, να βρεθούν τα μήκη των 
πλευρών του. 

Αποδεικτικές Ασκήσεις 
1. Οι εξωτερικές γωνίες ενός τριγώ-
νου είναι ανάλογες των αριθμών 2, 
3 και 4. Να υπολογισθούν οι εσωτε-
ρικές του γωνίες. 
2. Σε ευθεία ε παίρνουμε διαδοχικά 
τα σημεία Α, Β, Γ και Δ, ώστε  
ΑΒ = 6cm, ΒΓ = 12cm, ΓΔ = 2cm. Να 
βρεθεί σημείο Μ του ΒΓ, το οποίο 
διαιρεί εσωτερικά τα τμήματα ΑΔ 
και ΒΓ στον ίδιο λόγο. 
3. Με τη βοήθεια των ιδιοτήτων των 
αναλογιών, να διαιρέσετε δοσμένο 
τμήμα AB = α σε δύο τμήματα, τα 
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οποία έχουν λόγο 
3

4
. 

7.7 Θεώρημα του Θαλή 

Είδαμε στην § 5.6 ότι αν παράλλη-
λες ευθείες τέμνουν δύο άλλες ευ-
θείες και ορίζουν ίσα τμήματα πάνω 
στη μία, θα ορίζουν ίσα τμήματα και 
πάνω στην άλλη. Τα παραπάνω 
γενικεύονται για οποιονδήποτε λό-
γο στο επόμενο θεώρημα που είναι 
γνωστό ως θεώρημα του Θαλή. 

Θεώρημα  

Αν τρεις τουλάχιστον παράλληλες 
ευθείες τέμνουν δυο άλλες ευθεί-
ες, ορίζουν σε αυτές τμήματα α-
νάλογα. 
Δηλαδή: 

Αν ε1//ε2//ε3 ,τότε  
ΑΒ ΒΓ ΑΓ
= =

ΕΖ ΖΗ ΕΗ
 (σχ.8α). 
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Σχήμα 8 

 
Αν δ1//δ2//δ3 ,τότε  
ΚΛ ΛΜ ΚΜ
= =

ΕΖ ΖΗ ΕΗ
 (σχ.8β). 

Απόδειξη 
(i) Αν τα τμήματα 
ΑΒ και ΒΓ (σχ.9) 
είναι σύμμετρα, 
υπάρχει ευθύ-
γραμμο τμήμα μ 
τέτοιο, ώστε  
ΑΒ = κμ και  
ΒΓ = λμ (1), ό-
που κ, λ φυσικοί 

 
Σχήμα 9 

αριθμοί. Διαιρούμε το τμήμα ΑΒ σε 
κ τμήματα ίσα με το μ και το ΒΓ σε λ 
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τμήματα ίσα με το μ. 
Από τα σημεία που ορίζονται με 
τον παραπάνω τρόπο φέρουμε ευ-

θείες παράλληλες προς την ε1, οι 

οποίες τέμνουν τη δ2. 

Επειδή τα τμήματα που ορίζονται 

πάνω στη δ1 είναι ίσα μεταξύ τους, 

τότε και τα τμήματα που ορίζονται 

πάνω στη δ2 θα είναι ίσα τμήματα, 

που το μήκος του καθενός ας είναι 
ν. Τότε θα έχουμε ΕΖ = κν και  
ΖΗ = λν (2). 
Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι: 
ΑΒ κμ κ

ΒΓ λμ λ
   και 

ΕΖ κν κ

ΖΗ λν λ
  , οπό-

τε 
ΑΒ ΕΖ

ΒΓ ΖΗ
  ή 

ΑΒ ΒΓ

ΕΖ ΖΗ
   (3). 

Από την αναλογία (3) παίρνουμε: 
ΑΒ ΒΓ ΑΒ ΒΓ

ΕΖ ΖΗ ΕΖ ΖΗ


 


 ή 

ΑΒ ΒΓ ΑΓ

ΕΖ ΖΗ ΕΖ
   

(ii) Αν τα τμήματα ΑΒ και ΒΓ είναι 
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ασύμμετρα, ο λόγος 
ΑΒ

ΒΓ
 είναι α-

σύμμετρος αριθμός. Αποδεικνύεται 
ότι και σε αυτή την περίπτωση ι-
σχύει η προηγούμενη αναλογία. 

Ισχύει και το αντίστροφο του θεω-
ρήματος του Θαλή. 

Θεώρημα  

Θεωρούμε δύο ευθείες δ1 και δ2 

που τέμνουν δύο παράλληλες ευ-

θείες ε1 και ε2 στα σημεία Α, Β και 

Ε, Ζ αντίστοιχα. 
Αν Γ και Η είναι σημεία των ευ-

θειών δ1 και δ2 αντίστοιχα τέτοια, 

ώστε 
ΑΒ ΕΖ
=

ΒΓ ΖΗ
, τότε η ευθεία ΓΗ 

είναι παράλληλη προς τις ε1 και ε2 
(σχ.9). 
 

ΠΟΡΙΣΜΑ 
Κάθε ευθεία που είναι παράλληλη 
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με μία από τις πλευρές ενός τρι-
γώνου χωρίζει τις δύο άλλες 
πλευρές σε μέρη ανάλογα και α-
ντίστροφα. 
Απόδειξη 
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ 
και ΔΕ//ΒΓ (σχ.10). 
Φέρουμε από την 
κορυφή Α ευθεία 
ε//ΒΓ//ΔΕ, οπότε 
από το θεώρημα  

 
Σχήμα 10 

του Θαλή προκύπτει ότι   
ΑΔ ΔΒ

ΑΕ ΕΓ
 . 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 

 
Σχήμα 11 

Το παραπάνω πόρισμα 
ισχύει και στην περί-
πτωση που η ΔΕ τέμνει 
τις προεκτάσεις των  
πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ. 

Μια σημαντική εφαρμογή του θεω-
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ρήματος του Θαλή είναι το επόμενο 
θεώρημα. 

Θεώρημα  

Το τρίγωνο που ορίζεται από τις 
ευθείες δύο πλευρών τριγώνου 
και μία παράλληλη προς την τρίτη 
πλευρά του, έχει πλευρές ανάλο-
γες προς τις πλευρές του αρχικού 
τριγώνου. 
Απόδειξη 
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και ΔΕ//ΒΓ 
(σχ.12). Θα αποδείξουμε ότι: 

ΑΔ ΑΕ ΔΕ

ΑΒ ΑΓ ΒΓ
  . 

Επειδή ΔΕ//ΒΓ, από 
το θεώρημα του 
Θαλή έχουμε 

ΑΔ ΑΕ

ΑΒ ΑΓ
    (1) 

 
Σχήμα 12 

Φέρουμε την ΕΖ παράλληλη της 
ΑΒ, οπότε το ΔΕΖΒ είναι 
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παραλληλόγραμμο, άρα ΔΕ=ΒΖ (2). 
Επειδή ΕΖ//ΑΒ, από το θεώρημα 
του Θαλή έχουμε  

ΑΕ ΒΖ

ΑΓ ΒΓ
    ή   

ΑΕ ΔΕ

ΑΓ ΒΓ
    (3). 

Από τις (1) και (3) προκύπτει ότι 
ΑΔ ΑΕ ΔΕ

ΑΒ ΑΓ ΒΓ
  . 

• Με τη βοήθεια του θεωρήματος 
του Θαλή γίνονται ορισμένες γεω-
μετρικές κατασκευές. Δύο από τις 
σπουδαιότερες είναι τα παρακάτω 
προβλήματα. 
 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 (Κατασκευή τέταρ-
της αναλόγου) 
Αν δοθούν τρία ευθύγραμμα τμή-
ματα α, β και γ, να κατασκευασθεί 
το τμήμα x, που ορίζεται από την 

αναλογία 
α γ
=

β x
  

Λύση 
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 Έστω μια γωνία 

zÔy. Πάνω στη 
μία πλευρά της 
Οz παίρνουμε 
διαδοχικά τα 

 
Σχήμα 13 

τμήματα ΟΑ = α, ΑΒ = β και πάνω 
στην Οy το τμήμα ΟΓ = γ. Από το Β 
φέρουμε την παράλληλη προς την 
ΑΓ, που τέμνει την Οy στο Δ. Τότε 
ΓΔ = x γιατί 

OA OΓ

AB ΓΔ
    ή   

α γ

β x
 . 

Είναι φανερό ότι με τον ίδιο τρόπο 
κατασκευάζεται το τμήμα x αν  

x β

α γ
  ή 

α β

x γ
  ή 

α x

β γ
 , 

αρκεί κάθε φορά να γράφουμε το x 
ως τέταρτο όρο της αναλογίας. 
 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 (Διαίρεση ευθύ-
γραμμου τμήματος σε δοσμένο 
λόγο) 
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Να διαιρεθεί ευθύγραμμο τμήμα 
ΑΒ, εσωτερικά και εξωτερικά, σε 

δοσμένο λόγο 
μ

ν
, όπου μ,ν γνωστά 

τμήματα. 
Λύση 
Από το Α φέ-
ρουμε μια ημι-
ευθεία Αx, πά-
νω στην οποία 
παίρνουμε 
τμήμα ΑΕ=μ. 

 
Σχήμα 14 

Από το Β φέρουμε ευθεία παράλλη-
λη της Αx και παίρνουμε πάνω σε 
αυτή εκατέρωθεν του Β τμήματα 
ΒΖ=ΒΗ=ν. Τα σημεία Γ και Δ στα 
οποία οι ευθείες ΕΗ και ΕΖ τέμνουν 
την ευθεία ΑΒ είναι τα ζητούμενα. 
Πράγματι, τα τρίγωνα ΑΕΓ και ΓΗΒ 
έχουν ανάλογες πλευρές, οπότε: 
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ΓΑ ΑΕ μ

ΓΒ ΒΗ ν
  . 

Όμοια τα τρίγωνα ΔΑΕ και ΔΒΖ έ-
χουν ανάλογες πλευρές, οπότε: 

ΔΑ ΑΕ μ

ΔΒ ΒΖ ν
  . 

• Αν μ=ν, το τε-
τράπλευρο ΑΒΖΕ 
είναι παραλληλό-
γραμμο, οπότε η 
ΕΖ δε δίνει σημείο 
Δ πάνω  

 
Σχήμα 15 

στην ΑΒ, ενώ το Γ είναι το μέσο του 
ΑΒ. 

Δύο σημεία Γ και Δ, που διαιρούν 
εσωτερικά και εξωτερικά το τμήμα 

ΑΒ στον ίδιο λόγο, λέγονται συζυγή 
αρμονικά των Α και Β (σχ.16). 
Δηλαδή τα Γ 
και Δ είναι συ-
ζυγή αρμονικά 
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των Α και Β, 
αν τα τέσσερα  

Σχήμα 16 

σημεία είναι συνευθειακά και 
ΓΑ ΔΑ

ΓΒ ΔΒ
  . 

Από τη σχέση αυτή παίρνουμε την 
αναλογία 

ΓΑ ΓΒ

ΔΑ ΔΒ
    ή   

ΑΓ ΒΓ

ΑΔ ΒΔ
 , 

από την οποία προκύπτει ότι και τα 
Α και Β είναι συζυγή αρμονικά των 
Γ και Δ. Τα τέσσερα σημεία (Α,Β) 

και (Γ,Δ) λέμε ότι αποτελούν αρμο-

νική τετράδα. 
 

Σημείωση 
Το Δ λέγεται αρμονικό συζυγές του 
Γ ως προς τα Α και Β. Όπως είδαμε 
παραπάνω, αν το Γ είναι το μέσο 

του ΑΒ, το Δ δεν υπάρχει. 
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AΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ 
Ερωτήσεις Κατανόησης 
1. Στα παρακάτω σχήματα να βρείτε 
τα x και y. 

  

  

 
2. Να δικαιολογήσετε γιατί ΑΒ//ΓΔ 
και ΕΖ//ΚΛ//ΜΝ στα παρακάτω σχή-
ματα. 
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3. Στο διπλανό σχήμα είναι: 

i) 
AE ΒΖ

ΕΔ ΖΓ
            Σ  Λ 

 
ii) ΕΖ//ΓΔ              Σ  Λ 

 
Να χαρακτηρίσετε ως σωστή (Σ) ή 
λάθος (Λ) καθεμία από τις προη-
γούμενες σχέσεις και να δικαιολο-
γήσετε τις απαντήσεις σας. 
4. Δίνεται τμήμα ΑΒ και δυο σημεία 

Γ και Δ ώστε 
ΓA ΔΑ

ΓΒ ΔΒ
 . Αρκεί η 

προηγούμενη σχέση ώστε τα Γ και 
Δ να είναι συζυγή αρμονικά των Α 
και Β; 
5. Στο παρακάτω σχήμα είναι  

40 / 156 



 41 

ΚΛ = 4, ΛΕ = 2. Να βρεθεί σημείο Ζ 
τέτοιο, ώστε τα σημεία (Ζ,Ε) να είναι 
συζυγή αρμονικά των (Κ,Λ). 

 
Ασκήσεις Εμπέδωσης 
1. Στο διπλανό σχήμα 
είναι ΔΕ//ΒΓ, ΕΖ//ΑΒ 
και ΖΗ//ΑΓ. 
Να αποδείξετε ότι 

ΔA ΗΒ

ΔΒ ΗΑ
 .  

2. Από την κορυφή Α παραλληλο-
γράμμου ΑΒΓΔ φέρουμε ευθεία ε η 
οποία τέμνει τη διαγώνιο ΒΔ στο Ε, 
την πλευρά ΒΓ στο Ζ και την προέ-
κταση της ΔΓ στο Η. Να αποδείξετε 
ότι 

i) 
ΑΖ ΑΒ

ΑΗ ΔΗ
 ,     ii) 2ΑΕ ΕΖ ΕΗ  . 

3. Οι μη παράλληλες πλευρές ΑΔ, 
ΒΓ τραπεζίου ΑΒΓΔ τέμνονται στο 
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Ο. Η παράλληλη από το Β προς την 
ΑΓ τέμνει την ΑΔ στο Ε. Να αποδεί-
ξετε ότι το ΟΑ είναι μέσο ανάλογο 
των ΟΔ και ΟΕ. 
4. Από σημείο Δ της πλευράς ΒΓ 
τριγώνου ΑΒΓ φέρουμε την παράλ-
ληλη προς τη διάμεσό του ΑΜ, που 
τέμνει τις ευθείες ΑΒ και ΑΓ στα 
σημεία Ε και Ζ αντίστοιχα. 

Να αποδείξετε ότι 
ΑΕ ΑΒ

ΑΖ ΑΓ
 . 

5. Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ και 
σημείο Ε της διαγωνίου ΑΓ. Οι πα-
ράλληλες από το Ε προς τις ΒΓ, ΓΔ 
τέμνουν τις ΑΒ, ΑΔ στα Ζ και Η α-
ντίστοιχα.  
Να αποδείξετε ότι ΖΗ//ΔΒ. 
6. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημεία 
Δ, Ε της πλευράς ΒΓ, ώστε 

ΒΓ
ΒΔ ΓΕ

2
  . Οι παράλληλες από 

τα Δ και Ε προς τις ΑΓ και ΑΒ αντί-
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στοιχα τέμνουν την ΑΒ στο Ζ και 
την ΑΓ στο Η. Να αποδείξετε ότι 
ΖΗ//ΒΓ. 
7. Από τυχαίο σημείο Κ της διαμέ-
σου ΑΜ τριγώνου ΑΒΓ φέρουμε 
παράλληλες προς τις ΑΒ και ΑΓ, 
που τέμνουν τη ΒΓ στα Δ και Ε α-
ντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι  
ΜΔ = ΜΕ . 
8. Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) 
και Ε το μέσο της μικρής βάσης ΑΒ. 
Αν η ΔΕ τέμνει την ΑΓ στο Ζ και την 
προέκταση της ΓΒ στο Η, να απο-
δείξετε ότι τα Ζ, Η είναι συζυγή αρ-
μονικά των Δ, Ε. 
9. Δεξαμενή ύψους υ = 12m περιέχει 
νερό που φτάνει σε ύψος h. Ράβδος 
μήκους 15m τοποθετείται στη δεξα-
μενή, όπως στο διπλανό σχήμα. 
Βγάζουμε τη ράβδο και παρατη-
ρούμε ότι το τμήμα που βρέχτηκε 
έχει μήκος 10m. Μπορούμε να υπο-
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λογίσουμε το ύψος h του νερού; 

 
Αποδεικτικές Ασκήσεις 
1. Αν τα Γ, Δ είναι συζυγή αρμονικά 
των Α, Β και Ο είναι το μέσο του 
ΑΒ, να αποδείξετε ότι τα Γ και Δ 
βρίσκονται προς το ίδιο μέρος του 
Ο. 
2. Να διαιρεθεί ευθύγραμμο τμήμα 
AB = α σε τμήματα x, y, ω τέτοια, 
ώστε 4x = 6y = 3ω. 
3. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραμ-
μένο σε κύκλο (Ο,R) και έστω Δ η 
τομή της διαμέτρου ΑΕ με τη ΒΓ. Αν 
Ζ και Η είναι οι προβολές του Δ στις 
ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα, να αποδείξε-
τε ότι ΖΗ//ΒΓ. 
4. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ 
και σημείο Ε της ΔΒ τέτοιο, ώστε 
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1
ΔΕ ΔΒ

5
 . Αν η ΓΕ τέμνει την ΑΔ 

στο Ζ, να αποδείξετε ότι ΑΖ = 3ΔΖ. 
5. Από την κορυφή Β παραλληλο-
γράμμου ΑΒΓΔ φέρουμε ευθεία ε, 
που τέμνει την πλευρά ΑΔ στο Ε 
και την προέκταση της ΓΔ στο Ζ. 

Να αποδείξετε ότι 
ΔΑ ΔΓ

1
ΔΕ ΔΖ

  . 

6. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα ση-
μεία Δ, Ε της ΒΓ ώστε ΒΔ = ΔΕ = 
ΕΓ. Η παράλληλη από το Δ προς 
την ΑΒ τέμνει τη διάμεσο ΑΜ στο Κ. 
Να αποδείξετε ότι: 
i) Το Κ είναι το βαρύκεντρο του τρι-
γώνου ΑΒΓ. 
ii) ΚΕ//ΑΓ. 
7. Τραπεζίου ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) οι δια-
γώνιες ΑΓ, ΒΔ τέμνονται στο Ο. 
Από το Ο φέρουμε παράλληλες 
προς τις ΑΔ, ΒΓ που τέμνουν τη ΔΓ 
στα Ε και Ζ αντίστοιχα. Να αποδεί-
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ξετε ότι ΔΕ = ΓΖ. 

Σύνθετα θέματα 
1. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα ση-
μεία Δ και Ε των πλευρών του ΑΒ 

και ΑΓ αντίστοιχα, ώστε 
ΔΑ ΕΓ

ΔΒ ΕΑ
 . 

Να αποδείξετε ότι τα μέσα Κ, Λ, Μ 
των ΑΒ, ΑΓ και ΔΕ αντίστοιχα, είναι 
συνευθειακά σημεία. 
2. Από το μέσο Μ της πλευράς ΒΓ 
τριγώνου ΑΒΓ φέρουμε τυχαία ευ-
θεία, που τέμνει τις ΑΒ και ΑΓ στα Ζ 
και Η αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι 
ΖΑ ΗΓ ΗΑ ΖΒ   . 
3. Δίνεται ευθεία ε, τέσσερα διαδο-
χικά σημεία της Α, Γ, Β, Δ και ση-
μείο Ο εκτός αυτής. Από το Β φέ-
ρουμε παράλληλη προς την ΟΑ, η 
οποία τέμνει τις ΟΓ, ΟΔ στα Ε και Ζ 
αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι τα Γ, 
Δ είναι συζυγή αρμονικά των Α, Β, 
αν και μόνο αν ΒΕ = ΒΖ. 
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4. Αν ένα σημείο Δ χωρίζει εσωτε-
ρικά την πλευρά ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ 
σε λόγο λ και ένα σημείο Ε χωρίζει 
εσωτερικά το ΑΔ σε λόγο κ, να υ-
πολογισθεί ο λόγος στον οποίο 
χωρίζει η ευθεία ΒΕ την πλευρά ΑΓ. 
5. Η εφαπτομένη ενός κύκλου σε 
σημείο του Μ τέμνει τις εφαπτόμε-
νες στα άκρα Α, Β μιάς διαμέτρου 
του ΑΒ, στα σημεία Γ και Δ αντί-
στοιχα. Αν Κ είναι το σημείο τομής 
των ΒΓ, ΑΔ, να αποδείξετε ότι 

ΜΚAB. 

7.8 Θεωρήματα των διχοτόμων 
τριγώνου 

Θα μελετήσουμε εδώ, ως εφαρμο-
γές του θεωρήματος του Θαλή, βα-
σικές ιδιότητες της εσωτερικής και 
εξωτερικής διχοτόμου γωνίας τρι-
γώνου. 
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Θεώρημα (εσωτερικής διχοτόμου 
τριγώνου) 

Η διχοτόμος μιας γωνίας τριγώνου 
διαιρεί την απέναντι πλευρά εσω-
τερικά σε λόγο ίσο με το λόγο των 
προσκείμενων πλευρών. 
Δηλαδή, αν ΑΔ 
διχοτόμος του 
τριγώνου ΑΒΓ, 
ισχύει 

ΔΒ ΑΒ

ΔΓ ΑΓ
 . 

 
Σχήμα 17 

Απόδειξη 
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και η διχοτόμος 
του ΑΔ (σχ.18). 
Από το Β φέρου-
με παράλληλη 
προς την ΑΔ, 
που τέμνει την 
προέκταση της 
ΑΓ στο Ε.   

Σχήμα 18 
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Από το θεώρημα του Θαλή στο τρί-

γωνο ΓΕΒ έχουμε 
ΔΒ ΑΕ

ΔΓ ΑΓ
     (1). 

Για να αποδείξουμε το ζητούμενο, 
αρκεί να αποδείξουμε ότι ΑΕ = ΑΒ. 
Πράγματι: 

Α̂1 = Β̂1 (εντός εναλλάξ των πα-

ραλλήλων ΑΔ και ΒΕ), 

Α̂2 = Ε̂ (εντός εκτός και επί τα αυ-

τά των παραλλήλων ΑΔ και ΒΕ), 

Α̂1 = Α̂2 (ΑΔ διχοτόμος), 

οπότε Β̂1  = Ε̂ άρα ΑΕ = ΑΒ  (2). 

Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι  
ΔΒ ΑΒ

ΔΓ ΑΓ
 . 

Επειδή το σημείο Δ που διαιρεί την 

πλευρά ΒΓ σε λόγο 
ΑΒ

ΑΓ
 είναι μονα-

δικό, το θεώρημα ισχύει και αντί-
στροφα, δηλαδή: 

Αν το Δ είναι σημείο της πλευράς 
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ΒΓ και ισχύει 
ΔΒ ΑΒ
=

ΔΓ ΑΓ
 τότε η ΑΔ 

είναι διχοτόμος της γωνίας Α̂ . 
 

• Υπολογισμός των ευθύγραμμων 
τμημάτων, στα οποία διαιρεί η δι-
χοτόμος την απέναντι πλευρά ως 
συνάρτηση των α,β,γ. 
Στο σχ.18 θέλουμε να υπολογίσου-
με τις αποστάσεις του Δ από 
τα Β και Γ. 
Η προηγούμενη αναλογία γράφε-

ται: 
ΔΒ γ

ΔΓ β
  ή 

ΔΒ γ

ΔΒ ΔΓ β γ


 
 ή 

ΔΒ γ

α β γ



  

οπότε 
αγ

ΔΒ
β γ




.  

Όμοια βρίσκουμε 
αβ

ΔΓ
β γ




. 
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Θεώρημα (εξωτερικής διχοτόμου 
τριγώνου) 

Η διχοτόμος μιας εξωτερικής γω-
νίας τριγώνου τέμνει την προέ-
κταση της απέναντι πλευράς σε 
ένα σημείο, το οποίο διαιρεί εξω-
τερικά την πλευρά αυτή σε λόγο 
ίσο με το λόγο των προσκείμενων 
πλευρών. 
Δηλαδή, αν η ΑΕ είναι εξωτερική 
διχοτόμος του τριγώνου ΑΒΓ, ισχύ-

ει ότι: 
ΕΒ ΑΒ

ΕΓ ΑΓ
 . 

 
 

Σχήμα 19 
 

 
 

Απόδειξη  
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και η εξωτερική 
διχοτόμος του ΑΕ (σχ.20). Από το Β  
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Σχήμα 20 
 

 
 

φέρουμε παράλληλη προς την ΑΕ, 
που τέμνει την ΑΓ στο Ζ. Από το 
θεώρημα του Θαλή στο τρίγωνο 
ΓΑΕ έχουμε 

ΕΒ ΑΖ

ΕΓ ΑΓ
      (1). 

Για να αποδείξουμε το ζητούμενο, 
αρκεί να αποδείξουμε ότι ΑΖ = ΑΒ. 
Πράγματι: 

Α̂1 = Β̂1 (εντός εναλλάξ των πα-

ραλλήλων ΑΕ και ΒΖ), 

Α̂2 = Ζ̂  1 (εντός εκτός και επί τα 

αυτά των παραλλήλων ΑΕ και 
ΒΖ), 

Α̂1 = Α̂2 (ΑΕ εξωτερική διχοτό-

μος), 
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οπότε Β̂1 = Ζ̂1 άρα ΑΖ = ΑΒ (2). 

Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι 
ΕΒ ΑΒ

ΕΓ ΑΓ
 . 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
Το σημείο Ε βρίσκεται προς το μέ-

ρος της μικρότερης πλευράς. 

Πράγματι αν β γ  τότε ˆ ˆΒ Γ  οπότε 

Γ̂ φ 0  . 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι 
ο

1 2
ˆ ˆΑ Β 180  . 

Έχουμε 
εξ

1

ˆ ˆ ˆΑ Β Γ
Α̂

2 2


   και 

ο
2

ˆ ˆΒ 180 Β  , οπότε 

ο
1 2

ˆ ˆΒ Γˆ ˆ ˆΑ Β 180 Β
2 2

       

ο ο ο
ˆ ˆΒ Γ φ

180 180 180
2 2

 
     

 
. 

Αν ΑΒ = ΑΓ, τότε το Ε δεν υπάρχει. 
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 (Εφαρμογή 1 . § 4.8) 

Το θεώρημα ισχύει και αντίστροφα, 
δηλαδή: 

Αν το Ε είναι σημείο της προέκτα-
σης της πλευράς ΒΓ και ισχύει 
ΒΕ ΑΒ
=

ΕΓ ΑΓ
, τότε η ΑΕ είναι η εξωτε-

ρική διχοτόμος της γωνίας Α̂ . 
 

• Υπολογισμός των ευθύγραμμων 
τμημάτων στα οποία διαιρεί η ε-
ξωτερική διχοτόμος την απέναντι 
πλευρά ως συνάρτηση των α,β,γ. 
Στο σχ.20 θέλουμε να υπολογίσου-
με τις αποστάσεις του Ε από τα Β 
και Γ. 
Η προηγούμενη αναλογία γράφε-

ται: 
ΕΒ γ

ΕΓ β
  ή 

ΕΒ γ

ΕΓ ΕΒ β γ


 
 ή 
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ΕΒ γ

α β γ



, οπότε 

αγ
ΕΒ

β γ



. Όμοια 

βρίσκουμε ότι 
αβ

ΕΓ
β γ




.  

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
Αν Δ και Ε εί-
ναι τα ίχνη της 
εσωτερικής και 
εξωτερικής  

 
Σχήμα 21 

διχοτόμου της γωνίας Α̂, τριγώνου 
ΑΒΓ, στην απέναντι πλευρά, θα εί-

ναι 
ΔΒ ΑΒ

ΔΓ ΑΓ
  και 

ΕΒ ΑΒ

ΕΓ ΑΓ
 , οπότε 

ΔΒ ΕΒ

ΔΓ ΕΓ
 . Δηλαδή τα ίχνη Δ και Ε 

των δύο διχοτόμων είναι σημεία 

συζυγή αρμονικά ως προς τις κο-
ρυφές Β και Γ του τριγώνου ΑΒΓ. 
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7.9 Απολλώνιος Κύκλος 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 
Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος 
των σημείων που οι αποστάσεις 
τους από δύο ορισμένα σημεία Α 
και Β του επιπέδου έχουν γνωστό 

λόγο 
μ
1

ν
  

Λύση 
Έστω δύο δεδομένα σημεία Α, Β 
και Μ τυχαίο σημείο του τόπου με 

την ιδιότητα 
ΜΑ μ

(1)
ΜΒ ν

 . 

Φέρουμε την 
εσωτερική διχο-
τόμο ΜΓ και την 
εξωτερική διχο-
τόμο ΜΔ του 
τριγώνου ΜΑΒ.  

 
Σχήμα 22 

Τότε 
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ΓΑ ΜΑ μ

(2)
ΓΒ ΜΒ ν

   και  

 
ΔΑ ΜΑ μ

(3)
ΔΒ ΜΒ ν

  . 

Δηλαδή, τα σημεία Γ και Δ είναι ο-
ρισμένα, αφού χωρίζουν το ΑΒ ε-

σωτερικά και εξωτερικά σε λόγο 
μ

ν
. 

Ακόμα είναι ΓΜ̂Δ = 90°, επειδή οι 
ΜΓ και ΜΔ είναι διχοτόμοι των δύο 
εφεξής και παραπληρωματικών 

γωνιών ΑΜ̂Β και ΒΜ̂Η. 
Άρα το Μ ανήκει σε κύκλο με διάμε-
τρο το τμήμα ΓΔ. 

Αντίστροφα: Έστω Ν ένα σημείο 
του κύκλου με διάμετρο το τμήμα 

ΓΔ. Τότε ΓΝ̂Δ = 90°. 

Θα αποδείξουμε ότι 
ΝΑ μ

ΝΒ ν
 . 

Από το Β φέρουμε ΒΕ//ΓΝ, οπότε 
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στο τρίγωνο ΑΒΕ είναι 
ΝΑ ΓΑ

ΝΕ ΓΒ
  ή 

λόγω της (2) 
ΝΑ μ

(4)
ΝΕ ν

 . 

Επίσης φέρουμε ΒΖ//ΔΝ, οπότε στο 

τρίγωνο ΑΔΝ είναι 
ΝΑ ΔΑ

ΝΖ ΔΒ
  ή λό-

γω της (3) 
ΝΑ μ

(5)
ΝΖ ν

 . 

Από τις σχέσεις (4) και (5) προκύ-
πτει ότι , οπότε ΝΕ=ΝΖ, δηλαδή το 
Ν είναι μέσο του ΕΖ. 

Επειδή ΓΝ̂Δ = 90° και ΒΕ//ΓΝ, 

ΒΖ//ΔΝ, θα είναι και ΕΒ̂Ζ = 90°, δη-
λαδή το τρίγωνο ΕΒΖ είναι ορθο-

γώνιο στο Β̂ με διάμεσο ΒΝ, οπότε 
ΝΒ = ΝΕ = ΝΖ (6). 
Από τις σχέσεις (4) και (6) έχουμε  

ΝΑ μ

ΝΒ ν
 . 

Άρα ο ζητούμενος γεωμετρικός τό-
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πος είναι ο κύκλος με διάμετρο ΓΔ. 

Κατασκευή 
Αν δοθούν τα σημεία Α και Β και ο 

λόγος 
μ

ν
, διαιρούμε το τμήμα ΑΒ 

εσωτερικά και εξωτερικά σε λόγο 
μ

ν
, 

όπως στο πρόβλημα 2, § 7.7 και 
βρίσκουμε τα Γ και Δ. Στη συνέχεια 
γράφουμε τον κύκλο με διάμετρο 
ΓΔ. 

Διερεύνηση 

Αν είναι 
μ

1
ν
 , τότε 

ΜΑ
1

ΜΒ
  ή  

ΜΑ = ΜΒ. Άρα το Μ ισαπέχει από 
τα Α και Β, οπότε ο ζητούμενος γε-
ωμετρικός τόπος είναι η μεσοκάθε-
τος του τμήματος ΑΒ. 
 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
Ο προηγούμενος γεωμετρικός τό-

πος λέγεται Aπολλώνιος κύκλος, 
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από το όνομα του Έλληνα μαθημα-
τικού Απολλωνίου που πρώτος με-
λέτησε το θέμα. 
Γενικά υπάρχουν άπειροι απολλώ-
νιοι κύκλοι ως προς δύο σημεία Α 
και Β. Για να ορισθεί κάποιος από 
αυτούς, όταν δοθούν τα Α και Β, 

χρειάζεται να δοθεί ο λόγος 
μ

ν
 ή ένα 

από τα σημεία Γ, Δ, ή ισοδύναμα, 
ένα τυχαίο σημείο του απολλώνιου 
κύκλου, ώστε ο λόγος να είναι 
προσδιορισμένος. 
 

AΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ 
Ερωτήσεις Κατανόησης 
1. Να εξηγήσετε γιατί τα ίχνη Δ, Ε 
της εσωτερικής και εξωτερικής δι-

χοτόμου της γωνίας Α̂ , τριγώνου 
ΑΒΓ, είναι συζυγή αρμονικά των Β 
και Γ. 

2. Αν ΑΔ είναι η διχοτόμος τριγώ-
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νου ΑΒΓ και 
γ

ΔΒ
2

 , να δικαιολο-

γήσετε γιατί β + γ = 2α. 

3. Τι ονομάζεται Απολλώνιος κύ-
κλος ως προς δυο σημεία Α και Β; 
Πόσοι τέτοιοι Απολλώνιοι κύκλοι 
υπάρχουν;  
Με ποιους τρόπους μπορεί να ορι-
σθεί κάποιος από αυτούς; 

4. Στο διπλανό σχήμα είναι ΑΔ η 

διχοτόμος, Ι το έγκεντρο και Ια το 

παράκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ. 
Τα σημεία (Α,Δ) και 

(Ι,Ια) αποτελούν αρμο-

νική τετράδα; 
Να δικαιολογήσετε 
την απάντησή σας. 

 
5. Ο γεωμετρικός τόπος των ση-
μείων του επιπέδου που οι απο-
στάσεις τους από δύο ορισμένα 
σημεία Α και Β έχουν λόγο λ=1 εί-
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ναι: 
i) Κύκλος διαμέτρου ΑΒ  
ii) Η μεσοκάθετος του ΑΒ 
iii) Το μέσο Μ του ΑΒ  
iv) Κανένα από τα παραπάνω. 
(Να δικαιολογήσετε την απάντησή 
σας). 

Ασκήσεις Εμπέδωσης 
1. Η διάμεσος ΑΜ και η διχοτόμος 
ΒΔ τριγώνου ΑΒΓ τέμνονται στο Ε. 

Να αποδείξετε ότι 
ΑΕ ΑΔ

2
ΕΜ ΔΓ

 . 

2. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=6, 
ΒΓ=10, ΑΓ=9. Αν ΑΔ, ΑΕ η εσωτερι-
κή και εξωτερική διχοτόμος της γω-

νίας Α̂, να υπολογισθεί το ΔΕ. 

3. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με Α̂ > 90° 
και η διάμεσός του ΑΜ. Αν η διχο-

τόμος της γωνίας AΜ̂B τέμνει την 
ΑΒ στο Δ και την προέκταση της ΓΑ 
στο Ε, να αποδείξετε ότι 
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ΕΑ ΔΒ ΕΓ ΑΔ     
4. Αν Μ είναι το μέσο της πλευράς 
ΒΓ ενός τριγώνου ΑΒΓ και οι διχο-

τόμοι των γωνιών AΜ̂B και AΜ̂Γ τέ-
μνουν τις πλευρές ΑΒ και ΑΓ στα Δ 
και Ε αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι 
ΔΕ//ΒΓ. 
5. Αν ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ είναι οι διχοτό-
μοι των γωνιών ενός τριγώνου 
ΑΒΓ, να αποδείξετε ότι: 

ΔΒ ΕΒ ΖΒ
1

ΔΓ ΕΓ ΖΓ
   . 

Διατυπώστε και αποδείξτε ανάλογη 
πρόταση για τις εξωτερικές διχοτό-
μους. 
6. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ 
(ΑΒ = ΑΓ) εγγεγραμμένο σε κύκλο 
(Ο,R). Αν Δ τυχαίο σημείο του τόξου 
ΒΓ και η ΑΔ τέμνει την πλευρά ΒΓ 
στο Ε, να αποδείξετε ότι 

ΕΒ ΔΓ ΕΓ ΔΒ    
7. Σε ένα ημικύκλιο διαμέτρου ΑΒ 
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φέρουμε τις εφαπτόμενες στα άκρα 
της διαμέτρου, καθώς και μία εφα-
πτομένη σε τυχαίο σημείο του Ε, 
που τέμνει την ευθεία ΑΒ στο Ζ και 
τις άλλες δύο εφαπτόμενες στα Γ 
και Δ. Να αποδείξετε ότι τα σημεία 
Γ,Δ είναι συζυγή αρμονικά των Ε,Ζ. 
8. Δύο πλευρές ενός τριγώνου είναι 
20m και 36m. Η διχοτόμος της γω-
νίας, η οποία περιέχεται μεταξύ των 
δύο αυτών πλευρών, διαιρεί την 
τρίτη πλευρά σε δύο μέρη, τα οποία 
διαφέρουν κατά 12m. Να υπολογι-
σθεί η τρίτη πλευρά. 

Αποδεικτικές Ασκήσεις 
1. Δίνονται οι διαδοχικές γωνίες  

xΟ̂y = yΟ̂z = zΟ̂t = 45° και τα σημεία 
Α, Δ των Οx, Οt αντίστοιχα, τέτοια 
ώστε OA = OΔ. Αν Β, Γ είναι τα ση-
μεία τομής της ΑΔ με τις Οy, Οz α-
ντίστοιχα, να αποδείξετε ότι  
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2ΑΒ ΒΓ ΑΔ  . 
2. Από το μέσο Μ της πλευράς ΒΓ 
ενός τριγώνου ΑΒΓ φέρουμε την 
παράλληλη στη διχοτόμο του ΑΔ, 
που τέμνει τις ΑΒ, ΑΓ στα Ε, Ζ αντί-
στοιχα. Να αποδείξετε ότι ΒΕ = ΓΖ. 
3. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, η διχοτό-
μος του ΑΔ και το έγκεντρό του Ι. 

i) Να υπολογισθεί ο λόγος 
ΑΙ

ΙΔ
, ως 

συνάρτηση των πλευρών α, β, γ 
του τριγώνου. 
ii) Αν β + γ = 2α και Κ το βαρύκε-
ντρο του τριγώνου, τότε: 

α) ΙΚ//ΒΓ β) 
β γ

ΖΕ
3


 , όπου Ζ, Ε τα 

σημεία τομής των ΑΒ, ΑΓ αντίστοι-
χα με την ευθεία ΙΚ. 

4. Αν οι διχοτόμοι των γωνιών Β̂ 

και Γ̂ ενός τριγώνου ΑΒΓ, τέμνουν 
τη διάμεσό του ΑΜ στα Δ και Ε α-
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ντίστοιχα, να αποδείξετε ότι 
ΑΔ ΑΕ

2
ΔΜ ΕΜ

  . 

5. Οι μη παράλληλες πλευρές τρα-
πεζίου ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) τέμνονται 
στο Ο. Αν η διχοτόμος της γωνίας 
τέμνει τις ΑΒ, ΓΔ στα Ε και Ζ αντί-
στοιχα, να αποδείξετε ότι: 
i)   ΖΔ ΒΓ ΖΓ ΑΔ    , 
ii)  ΕΑ ΒΓ ΕΒ ΑΔ   . 

Σύνθετα θέματα 
1. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραμ-
μένο σε κύκλο (Ο,R). 
Αν η κάθετη διάμετρος ΚΛ στη ΒΓ 
τέμνει τις ΑΒ, ΑΓ στα Ε, Ζ αντίστοι-
χα, να αποδείξετε ότι τα Ε, Ζ είναι 
συζυγή αρμονικά των Κ, Λ. 
2. Αν οι διχοτόμοι δύο απέναντι 
γωνιών τετραπλεύρου ΑΒΓΔ τέ-
μνονται πάνω στη διαγώνιο που 
ενώνει τις δύο άλλες κορυφές του, 
τότε είναι ΑΒ ΓΔ ΑΔ ΒΓ   . Να εξε-
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τασθεί αν ισχύει η αντίστροφη πρό-
ταση. 

3. Δίνεται τόξο ΑΒ κύκλου (Ο,R). Να 

ορίσετε σημείο Μ του τόξου ΑΒ, τέ-

τοιο ώστε 
ΜΑ μ

ΜΒ ν
 , όπου μ, ν δο-

σμένα τμήματα. 
4. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ 
και τα σημεία Ε, Ζ των πλευρών του 
ΑΔ, ΑΒ αντίστοιχα, ώστε ΔΕ = ΒΖ. 
Αν Η είναι το σημείο τομής των ΒΕ 
και ΔΖ, να αποδείξετε ότι η ΓΗ είναι 

διχοτόμος της γωνίας ΒΓ̂Δ. 
5. Να κατασκευάσετε τρίγωνο ΑΒΓ 
με βάση ΒΓ=α, ύψος ΑΗ=υ και 
ΑΒ μ

ΑΓ ν
 , όπου μ,ν δοσμένα τμήμα-

τα. 
 

ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
1. Δίνονται δύο κύκλοι (Κ,R) και 
(Λ,ρ) που εφάπτονται εξωτερικά 
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στο Α. Φέρουμε το κοινό εφαπτό-
μενο τμήμα τους ΔΕ και την ΑΒ κά-
θετη στη ΔΕ . Να αποδείξετε ότι 

2Rρ
ΑΒ

R ρ



. 

2. Μια μεταβλητή ευθεία ε, διέρχεται 
από το βαρύκεντρο Θ ενός τριγώ-
νου ΑΒΓ και τέμνει τις πλευρές ΑΒ, 
ΑΓ στα Δ, Ε αντίστοιχα. Να αποδεί-

ξετε ότι 
ΔΒ ΕΓ

1
ΔΑ ΕΑ

  . 

3. i) Θεώρημα Μενελάου. Δίνεται 
τρίγωνο ΑΒΓ και ευθεία ε που τέ-
μνει τις ευθείες ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ στα Δ, Ε, 
Ζ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι 

ΔΑ ΕΒ ΖΓ
1

ΔΒ ΕΓ ΖΑ
   . 

ii) Θεώρημα Ceva. Δίνεται τρίγωνο 
ΑΒΓ και τα σημεία Δ, Ε, Ζ των ευ-
θειών ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ, αντίστοιχα. Αν 
οι ευθείες ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ συντρέ-
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χουν, τότε ισχύει: 
ΔΒ ΕΓ ΖΑ

1
ΔΓ ΕΑ ΖΒ

   . 

Να εξετασθεί και για τα δύο θεωρή-
ματα, αν ισχύει το αντίστροφο. 
4. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. 

Αν η διχοτόμος της γωνίας ΒΑ̂Γ τέ-
μνει τη ΒΔ στο Ε και τη ΒΓ στο Ζ, 
να αποδείξετε ότι  

ΕΑ ΑΓ
1

ΕΖ ΑΒ
  . 

5. Δίνεται κύκλος διαμέτρου ΑΒ και 
χορδή ΓΔ κάθετη στην ΑΒ. Αν Μ εί-
ναι σημείο της χορδής και οι ευθείες 
ΜΑ και ΜΒ τέμνουν τον κύκλο στα Ε 
και Ζ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι 
ΕΖ ΖΔ ΕΔ ΖΓ   . 
6. Αν τα σημεία (Α,Β) και (Γ,Δ) απο-
τελούν αρμονική τετράδα και το Β 
είναι μεταξύ των Γ, Δ, να αποδείξετε 
ότι: 
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i) 2ΟΑ ΟΓ ΟΔ  , όπου Ο το μέσο 
του ΑΒ. 

ii) 
2 1 1

ΑΒ ΑΓ ΑΔ
  . 

7. Να κατασκευαστεί εσωτερική η-

μιευθεία Αx της γωνίας Α̂ τριγώνου 
ΑΒΓ τέτοια, ώστε αν Δ, Ε είναι οι 
προβολές των Β, Γ στην Αx αντί-

στοιχα, να είναι, 
ΑΔ μ

ΑΕ ν
 , όπου μ, ν 

είναι γνωστά τμήματα. 

8. Δίνεται γωνία xΟ̂y και σταθερό 
σημείο Α στο εσωτερικό της γωνί-
ας. Να κατασκευασθεί ευθεία, που 
να διέρχεται από το Α και να τέμνει 
τις πλευρές της γωνίας στα σημεία 
Β και Γ, ώστε: 
i) το Α να είναι μέσο του ΒΓ, 

ii) να είναι 
2

ΑΒ ΒΓ
3

  και 
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iii) να είναι 
ΑΒ μ

ΑΓ ν
 , όπου μ, ν είναι 

γνωστά τμήματα. 
9. Δύο κύκλοι (Κ,R) και (Λ,ρ) τέμνο-
νται στα σημεία Α και Α´. Να κατα-
σκευασθεί ευθεία, που να διέρχεται 
από το Α και να τέμνει τους κύ-
κλους στα σημεία Β και Γ, ώστε να 
είναι: 

i) ΑΒ = ΑΓ, ii) 
ΑΒ 3

ΑΓ 4
 . 

10. Αν ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ είναι οι διχοτόμοι 
ενός τριγώνου ΑΒΓ και Ι είναι το έ-
γκεντρο του τριγώνου, να αποδεί-

ξετε ότι 
ΙΑ ΙΒ ΙΓ

6
ΙΔ ΙΕ ΙΖ

   . 

 

Δραστηριότητες 
1. Να αποδείξετε το αντίστροφο του 
θεωρήματος του Θαλή. 
2. Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα ΒΓ και 
τυχαίο σημείο Α του επιπέδου,  
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διαφορετικό των Β και Γ. Να κατα-
σκευάσετε τον Απολλώνιο κύκλο 
ως προς τα Β και Γ, ο οποίος διέρ-
χεται από το Α. 
3. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διχο-
τόμος του ΑΔ. Να εξετάσετε αν τα Β 
και Γ ανήκουν στον ίδιο Απολλώνιο 
κύκλο ως προς τα Δ και Α. Να κα-
τασκευάσετε τον παραπάνω κύκλο 

 και να βρείτε το λόγο 
ΜΔ

ΜΑ
 ως συ-

νάρτηση των πλευρών α, β, γ του 
τριγώνου, όπου Μ τυχαίο σημείο 
του κύκλου. 

Εργασία 
Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και 
σημείο Γ της ευθείας ΑΒ. Να βρεθεί 
το αρμονικό συζυγές του Γ ως προς 
τα Α και Β (δύο περιπτώσεις). 
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ 
Μέτρηση 
Στα πρώτα στάδια ανάπτυξης της 
κοινωνίας η μέτρηση γινόταν «με το 
μάτι», αφού το μέτρο δεν είχε δια-
κριθεί ως ανεξάρτητη ιδιότητα ενός 
αντικειμένου. Στην πορεία ανάπτυ-
ξης της κοινωνίας, όταν τέτοιου εί-
δους «ποιοτικά» μέτρα κρίθηκαν 
ανεπαρκή, εμφανίσθηκαν κάποια 
φυσικά μέτρα, που ήταν συνήθως 
μέρη του ανθρώπινου σώματος, 
όπως το μήκος του ποδιού, το πλά-
τος της παλάμης κ.ά. Για την ύπαρ-
ξη τέτοιων μέτρων μαρτυρούν και οι 
ονομασίες των μέτρων μήκους που 
διατηρήθηκαν μέχρι σήμερα, όπως 
«πόδι», «δάκτυλος», «παλάμη» κ.α. 
Τα μέτρα αυτά χρησιμοποιούνταν 
αρχικά για τον προσδιορισμό της 
ισότητας των μετρούμενων μεγε-
θών ή της ισοδυναμίας των σχημά-
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των. Το μέτρο ενός μεγέθους Α ή-
ταν το πλησιέστερο ακέραιο πολ-
λαπλάσιο της μονάδας Ε. 
Η ανάγκη για πιο ακριβείς μετρή-
σεις οδήγησε στη χρήση υποδιαι-
ρέσεων της μονάδας μέτρου. Έτσι 
εμφανίστηκαν τα πρώτα «συγκε-
κριμένα κλάσματα», ως μέρη των 
συγκεκριμένων μέτρων από όπου 
προήλθαν. Η ιστορική διαδικασία 
γένεσης των συγκεκριμένων κλα-
σμάτων ως αποτέλεσμα της ανά-
γκης μέτρησης επιβεβαιώνεται από 
την ανομοιομορφία του συμβολι-
σμού των κλασμάτων αυτού του 
τύπου. Στη Βαβυλώνα τα σύμβολα 
για το 1/2, το 1/3 και το 2/3 είναι 
ταυτόχρονα και σύμβολα δοχείων, 
δηλαδή συγκεκριμένων μέτρων ό-
γκου. Στην αρχαία Αίγυπτο διακρί-

νονται τα φυσικά κλάσματα (1/2, 
1/3, 1/4 και 2/3), που διαμορφώθη-
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καν από άμεσες πρακτικές ανάγκες 
και έχουν ιδιάζουσα ονοματολογία 
και ιερογλυφικό συμβολισμό, και τα 

αλγοριθμικά κλάσματα, που ήταν 
της μορφής 1/ν, και εμφανίσθηκαν 
ως προúόν μαθηματικής επεξεργα-
σίας. 
Η ανεξαρτητοποίηση του κλάσμα-
τος από το συνυφασμένο πεδίο με-
γεθών ήταν πολύ πιο αργή από τη 
διαμόρφωση της έννοιας του φυσι-
κού αριθμού. Δεν έγινε γρήγορα α-
ντιληπτό ότι οι αριθμητικές ιδιότη-
τες των κλασμάτων δεν εξαρτώνται 
από τις ιδιότητες του πεδίου μεγε-
θών, στο οποίο ανήκουν. 

Η πρώτη Ελληνική θεωρία μέτρη-
σης. Μία από τις σημαντικές δια-
φορές της Ελληνικής μαθηματικής 
παράδοσης από την Αιγυπτιακή 
και τη Βαβυλωνιακή είναι ότι τα 
προβλήματα της μέτρησης συ-

75 / 165 



 76 

νεχών μεγεθών τίθενται σε νέα θε-
ωρητική βάση. Οι μαθηματικοί αρ-
χίζουν να αναζητούν μεθόδους μέ-
τρησης με βάση κάποια αφηρημένη 
μονάδα μέτρου μήκους, επιφανείας 
ή όγκου. Και εδώ δεν εννοούμε ε-
μπειρικές μεθόδους (προσεγγιστι-
κού) προσδιορισμού του μέτρου 
που να ικανοποιούν πρακτικές α-
νάγκες. Απαιτείται η απόδειξη της 
ύπαρξης ενός τέτοιου μέτρου. Η νέα 
αυτή προσέγγιση απαιτούσε την 
εισαγωγή νέων θεωρητικών εν-
νοιών και νέων τρόπων συλλογι-
σμού. Κάθε συγκεκριμένο είδος με-
γεθών είναι συνυφασμένο με ορι-
σμένο τρόπο σύγκρισης των φυσι-
κών αντικειμένων ή σωμάτων. Τα 
ευθύγραμμα τμήματα, π.χ. μπορούν 
να συγκριθούν με τη βοήθεια της 
έννοιας της «εφαρμογής» του ενός 
επί του άλλου, η οποία οδηγεί στην 
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έννοια του μήκους: δύο ευθύγραμ-
μα τμήματα έχουν το ίδιο μήκος αν 
με τη μεταφορά του ενός επί του 
άλλου «εφαρμόζουν», ενώ το ένα 
υπολείπεται του άλλου τότε το 
πρώτο είναι μικρότερο του δεύτε-
ρου. Τα βάρη είναι μεγέθη άλλου εί-
δους. Δεν έχει νόημα το ερώτημα 
αν το βάρος του σώματος είναι με-
γαλύτερο, ίσο, ή μικρότερο από το 
μήκος ενός ευθύγραμμου τμήματος. 
Έτσι, τα μήκη, τα εμβαδά, οι όγκοι, 
είναι διαφορετικά είδη μεγεθών. Το 
πρόβλημα της μέτρησης ενός μεγέ-
θους Α με τη βοήθεια της μονάδας Ε 
συνίσταται αρχικά, στην αρχαία 
Ελλάδα στο να βρεθεί πόσες φορές 
περιέχεται η μονάδα στο Α, δηλαδή 
ζητείται ο αριθμός α τέτοιος, ώστε 
A= αE, όπου Α και Ε είναι μεγέθη 
του αυτού είδους. Ένα μέγεθος Χ 
είναι κοινό μέτρο δύο μεγεθών Α 
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και Β, όταν περιέχεται ακέραιο α-
ριθμό φορών στα μεγέθη αυτά, δηλ. 
Α= αΧ, B = βΧ. Τότε τα μεγέθη λέγο-

νται σύμμετρα. 
Οι αρχαίοι Έλληνες γεωμέτρες εί-
χαν βρει μια αποτελεσματική διαδι-
κασία με την οποία μπορούσαν να 
βρουν το κοινό μέτρο δύο μεγεθών 
Α και Β, αν υπάρχει. Πρόκειται για 

τη διαδικασία της ανθυφαίρεσης ή 

ανταναίρεσης (γνωστής σήμερα ως 

αλγόριθμος του Ευκλείδη), η ο-
ποία εκτίθεται στις δύο πρώτες 
προτάσεις του Βιβλίου VII των 
«Στοιχείων» του Ευκλείδη. Αν υπο-
θέσουμε ότι Α>Β, τότε αφαιρούμε το 
Β από το Α όσες φορές γίνεται. Αν 
δεν περισσεύει υπόλοιπο, τότε το Β 
μετρά ακριβώς το Ακαι είναι το κοι-
νό μέτρο. Ειδεμή έχουμε υπόλοιπο 

Β1, με Β>Β1. 
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Εφαρμόζουμε την ίδια διαδικασία 

στα Β, Β1. Αν δεν 

προκύπτει υπόλοιπο, το Β1 είναι το 

κοινό μέτρο, ειδεμή έχουμε ένα νέο 

υπόλοιπο Β2. Αν η επανάληψη αυ-

τής της διαδικασίας τερματιστεί σε 

κάποιο Βν που μετρά ακριβώς το 

Αν τότε το Βν είναι το ζητούμενο 

κοινό μέτρο. Αν ο αλγόριθμος δεν 
τερματίζεται τα δύο μεγέθη είναι 
ασύμμετρα. Πιθανότατα στο Θεαίτη-
το να ανήκει η ιδέα να εφαρμοστεί η 
ανθυφαίρεση ως κριτήριο ασυμμε-
τρίας δύο τμημάτων. Το κριτήριο 
αυτό αποδεικνύεται στην Πρόταση 
2 του Βιβλίου Χ των «Στοιχείων». 
Η ανακάλυψη ότι δεν υπάρχει κοινό 
μέτρο της διαγωνίου και της πλευ-
ράς του τετραγώνου αποδίδεται 
στον Πυθαγόρα. Το πώς ακριβώς 
έγινε αυτή η ανακάλυψη παραμένει 
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θέμα ανοικτό για το οποίο έχουν 
προταθεί ποικίλες ερμηνείες. Όμως 
η ανακάλυψη αυτή, καθώς και οι 
δυσκολία λύσης του προβλήματος 
του τετραγωνισμού του κύκλου (βλ. 
Τα μη επιλύσιμα γεωμετρικά προ-
βλήματα της αρχαιότητας) έδωσαν 
νέα ώθηση στα μαθηματικά των με-
τρούμενων μεγεθών. 

Η γενική θεωρία των αναλογιών 
του Ευδόξου. Η ύπαρξη ασύμμε-
τρων μεγεθών οδήγησε στη διατύ-
πωση μιας νέας θεωρίας από τον 
Εύδοξο τον Κνίδιο που εκτίθεται 
στο Βιβλίο Vτων «Στοιχείων» του 
Ευκλείδη. Η νέα θεωρία των αναλο-
γιών στηρίζεται στη γενική έννοια 
του μεγέθους, περιλαμβάνοντας έ-
τσι και τους αριθμούς και τα άλλα 
συνεχή μεγέθη (μήκη, επιφάνειες, 
όγκοι). Η έννοια αυτή εισάγεται α-
ξιωματικά με τη βοήθεια των Κοι-
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νών Εννοιών στο Βιβλίο Ι που ορί-
ζουν τις σχέσεις ισότητας και ανι-
σότητας. 
Ο Εύδοξος ορίζει πότε δύο ζεύγη 
Αρχιμήδειων μεγεθών α,β και γ,δ 
έχουν τον ίδιο λόγο με τη βοήθεια 
των πολλαπλασίων αυτών των με-
γεθών, δηλαδή όταν: 1) μα > νβ και 
μγ > νδ ή 2) μα = νβ και μγ = νδ, ή 3) 
μα < νβ και μγ < νδ. Στην περίπτω-
ση αυτή τα μεγέθη α, β, γ, δ λέγο-
νται ανάλογα. Η σχέση της αναλο-
γίας είναι σχέση τύπου ισότητας, 
δηλαδή συμμετρική και μεταβατική, 
και έτσι τα ζεύγη μεγεθών διαμερί-
ζονται σε κλάσεις ισοδυναμίας ζευ-
γών που έχουν τον ίδιο λόγο. Έτσι, 
ο λόγος μπορεί να εισαχθεί ως το 
κοινό χαρακτηριστικό που έχουν τα 
ζεύγη μεγεθών μιας κλάσης. 
Η γενική θεωρία των αναλογιών 
αποτελεί τη βάση της μεθόδου της 
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εξάντλησης, η οποία εφαρμόστηκε 
από τους αρχαίους Έλληνες στη 
μέτρηση (μη στοιχειωδών) επιφα-
νειών και όγκων. Στηρίζεται στην 
ιδέα ότι αν από κάποιο μέγεθος 
αφαιρέσουμε περισσότερο από το 
μισό, από το υπόλοιπο επίσης 
κ.ο.κ., τότε μετά από πεπερασμένο 
αριθμό βημάτων παίρνουμε υπό-
λοιπο μικρότερο από οποιοδήποτε 
δεδομένο μέγεθος («Στοιχεία», Βι-
βλίο Χ, Πρόταση 1). Με άλλα λόγια, 
η διαφορά ανάμεσα σε μιά μετα-
βλητή ποσότητα που τείνει σε ένα 
όριο, και στο όριο αυτό, μπορεί να 
γίνει όσο μικρή θέλουμε με υποδι-
πλασιασμό της. 
Με τη βοήθεια της μεθόδου της εξά-
ντλησης ο 
Εύδοξος απέδειξε τα παρακάτω 
θεωρήματα: 
1.Τα εμβαδά δύο κύκλων έχουν λό-
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γο ίσο προς το λόγο των τετραγώ-
νων των διαμέτρων τους. 
2. Ο όγκος πυραμίδας ισούται με το 
1/3 του όγκου του πρίσματος με την 
ίδια βάση και ύψος. 
3. Ο όγκος του κώνου ισούται με το 
1/3 του όγκου του κυλίνδρου με την 
ίδια βάση και ύψος. 
Με την ίδια μέθοδο ο Αρχιμήδης 
βρήκε ένα πλήθος νέων εμβαδών 
και όγκων, όπως το εμβαδόν της 
παράπλευρης επιφάνειας κυλίν-
δρου και κώνου, το εμβαδόν της ε-
πιφάνειας σφαίρας, τον όγκο της 
σφαίρας κ.ά. 
Αρχιμήδεια και μη Αρχιμήδεια μεγέ-
θη. Για να ισχύει η θεωρία των ανα-
λογιών πρέπει να ορίζεται ο λόγος 
ανάμεσα στα συγκρινόμενα μεγέθη 
α,β. Αυτό εξασφαλίζεται αν υπάρ-
χουν ακέραιοι μ και ν τέτοιοι, ώστε 
μα>β και νβ>α («Στοιχεία», Βιβλίο 
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V, Ορισμός 4). Η συνθήκη αυτή ο-

νομάζεται σήμερα αξίωμα του Ευ-
δόξου (ή, συχνότερα, αξίωμα Αρχι-
μήδη - Ευδόξου). Τα μεγέθη για τα 
οποία ικανοποιείται το αξίωμα αυτό 
λέγονται σήμερα Αρχιμήδεια. 
Ας σημειωθεί πως μη Αρχιμήδεια 
μεγέθη ήταν γνωστά στην Ελληνική 

αρχαιότητα, όπως οι λεγόμενες κε-
ρατοειδείς γωνίες. Πρόκειται για τη 
γωνία που σχηματίζεται π.χ. από 
το τόξο περιφέρειας και την εφα-
πτομένη στο ένα άκρο της, δηλαδή 
το μέρος του επιπέδου που περιέ-
χεται μεταξύ του τόξου και της εφα-
πτομένης στο σημείο επαφής. Ο-
σοδήποτε και αν μεγαλώσει μια τέ-
τοια γωνία δεν μπορεί ποτέ να υ-
περβεί τη γωνία που σχηματίζεται 
από την εφαπτομένη και οποιαδή-
ποτε τέμνουσα του τόξου στο ση-
μείο τομής. Ένα τέτοιο μέγεθος α, 
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το οποίο πολλαπλασιαζόμενο επί 
οποιονδήποτε πεπερασμένο αριθ-
μό ν παραμένει μικρότερο του με-

γέθους β, ονομάζεται ενεργεία α-
πειροστό ως προς το β, ή αντίθετα, 

το β λέγεται ενεργεία άπειρο μέγε-
θος ως προς το α. 
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ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ 
• Μέγεθος λέγεται οτιδήποτε επιδέ-
χεται αύξηση ή ελάττωση. Στη Γεω-

μετρία έχουμε τα γεωμετρικά με-
γέθη. 

• Ένα ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ λέγε-

ται υποδιαίρεση του ΑΒ, αν υπάρ-
χει ένας φυσικός αριθμός ν, ώστε 

ΑΒ
ΓΔ

ν
 . 

• Ένα ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ λέγε-

ται γινόμενο του ΑΒ επί το θετικό 

ρητό αριθμό 
μ

q
ν

 (μ>0,ν>0), αν εί-

ναι άθροισμα μ ευθύγραμμων τμη-

μάτων ίσων με 
ΑΒ

ν
. 

• Αν για δυο μη μηδενικά ευθύ-
γραμμα τμήματα ΑΒ και ΓΔ υπάρχει 

ρητός 
μ

q
ν

  τέτοιος, ώστε  
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ΓΔ qΑΒ , τα δύο ευθύγραμμα τμή-

ματα λέγονται σύμμετρα και ο α-

ριθμός 
ΓΔ

q
ΑΒ

  λέγεται λόγος των 

δύο τμημάτων. 

• Μια κοινή υποδιαίρεση 
ΑΒ ΓΔ

ΚΛ
ν μ

   λέγεται και κοινό μέ-

τρο των ΑΒ και ΓΔ. Δύο σύμμετρα 
ευθύγραμμα τμήματα είναι ακέραια 
πολλαπλάσια κάθε κοινού τους μέ-
τρου. 

• Δύο ευθύγραμμα τμήματα που 

δεν είναι σύμμετρα λέγονται ασύμ-
μετρα και ο λόγος τους είναι ένας 

άρρητος αριθμός. 
Τα ευθύγραμμα τμήματα α, γ, λέγο-

νται ανάλογα προς τα τμήματα β, δ 

όταν είναι 
α γ

β δ
  

• Αναλογία τμημάτων λέγεται κάθε 
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ισότητα της μορφής 
α γ

β δ
 , όπου α, 

β, γ, δ είναι ευθύγραμμα τμήματα. 

• Μέτρο ενός ευθύγραμμου τμήμα-
τος α είναι ο λόγος του α προς ένα 
άλλο τμήμα που παίρνουμε αυθαί-

ρετα ως μονάδα μέτρησης. Έτσι: 
- Δύο ίσα τμήματα έχουν ίσα μέτρα 
και αντίστροφα. 
- Ο λόγος των μέτρων δύο τμημά-
των, που μετρώνται με την ίδια μο-
νάδα μέτρησης, ισούται με το λόγο 
των δύο τμημάτων. 

• Αν για τα διαφορετικά συνευθεια-

κά σημεία Α, Β, Μ ισχύει 
ΜΑ

λ
ΜΒ

 , 

τότε λέμε ότι το Μ διαιρεί το ευθύ-
γραμμο τμήμα ΑΒ σε λόγο λ. 
- Το Μ διαιρεί εσωτερικά ή εξωτερι-
κά το τμήμα ΑΒ σε λόγο λ, αν το Μ 
είναι αντίστοιχα μεταξύ των Α και Β 
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ή στην προέκταση του ΑΒ. 
- Το σημείο Μ που διαιρεί ή εσωτε-
ρικά ή εξωτερικά το τμήμα ΑΒ σε 

λόγο λ είναι μοναδικό. 

• Θεώρημα Θαλή 
- Τρεις τουλάχιστον παράλληλες 
ευθείες: 

Αν ε1//ε2//ε3 ,τότε 
ΑΒ ΒΓ ΑΓ

ΕΖ ΖΗ ΕΗ
  . 

Αντίστροφο:  

Αν ε1//ε2 και  
ΑΒ ΕΖ

ΒΓ ΖΗ
 , τότε ΓΗ// ε1//ε2. 

- Στο τρίγωνο 

 
 

Αν ΔΕ//ΒΓ, τότε 
ΑΔ ΔΒ

ΑΕ ΕΓ
  και 
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ΑΔ ΑΕ ΔΕ

ΑΒ ΑΓ ΒΓ
  . 

Αντίστροφο: Αν 
ΑΔ ΔΒ

ΑΕ ΕΓ
 , τότε 

ΔΕ//ΒΓ. 

• Γεωμετρικές κατασκευές 
- Κατασκευή τετάρτης αναλόγου 
- Διαίρεση ευθύγραμμου τμήματος 
εσωτερικά και εξωτερικά σε δοσμέ-
νο λόγο 

• Συζυγή αρμονικά 
Δύο σημεία Γ και Δ που διαιρούν 
εσωτερικά και εξωτερικά το τμήμα 
ΑΒ στον ίδιο λόγο, λέγονται συζυγή 
αρμονικά των Α και Β. 

• Θεωρήματα διχοτόμων 
Εσωτερικής διχοτόμου.  
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ΑΔ διχοτόμος
ΔΒ ΑΒ

ΔΓ ΑΓ
    

αγ
ΔΒ

β γ



, 

αβ
ΔΓ

β γ



 

Εξωτερικής διχοτόμου 

    

ΑΕ εξωτ. διχοτόμος
ΕΒ ΑΒ

ΕΓ ΑΓ
   

αγ
ΕΒ

β γ



, 

αβ
ΕΓ

β γ



 

• Τα ίχνη Δ και Ε της εσωτερικής 
και εξωτερικής διχοτόμου της γωνί-

ας Α̂, τριγώνου ΑΒΓ, είναι σημεία 
συζυγή αρμονικά ως προς τα Β και 
Γ. 
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• Απολλώνιος κύκλος ως προς τα 
σημεία Α και Β λέγεται κάθε κύκλος 
διαμέτρου ΓΔ, όπου τα Γ και Δ είναι 
συζυγή αρμονικά των Α και Β. 
 

92 / 168 



 93 

 

 

 
Ομοιότητα 

Στο κεφάλαιο αυτό μελετώνται οι ι-
διότητες των όμοιων ευθύγραμμων 
σχημάτων και ειδικότερα των ό-
μοιων τριγώνων για τα οποία δια-
τυπώνονται κατάλληλα κριτήρια 
ομοιότητας. Η ομοιότητα επεκτείνε-
ται στο σύνολο των στοιχείων των 
ευθύγραμμων σχημάτων ενώ δίνο-
νται πρακτικές εφαρμογές σε 
πραγματικά προβλήματα και ση-
μειώνεται ότι αποτελεί βασικό συν-
δετικό κρίκο Άλγεβρας και Γεωμε-
τρίας. Τέλος, παρουσιάζεται η στε-
νή σχέση της ομοιότητας με την 
τριγωνομετρία. 
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Ναός στο Khajuraho της Βορειοκε-
ντρικής Ινδίας, 10ος - 11ος αιώνας. 
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8.1 Όμοια ευθύγραμμα σχήματα 
Ας θεωρήσουμε 
ένα παραλληλό-
γραμμο ΑΒΓΔ 
και από τα μέσα 
Β´ και Δ´ των 
πλευρών ΑΒ και 
ΑΔ 

 
Σχήμα 1 

αντίστοιχα, ας φέρουμε παράλλη-
λες προς τις ΑΔ και ΑΒ, οι οποίες 
τέμνονται στο σημείο Γ´. Τότε το 
παραλληλόγραμμο ΑΒ΄Γ΄Δ΄ έχει τις 
γωνίες του ίσες με τις αντίστοιχες 
γωνίες του ΑΒΓΔ, ενώ ισχύει ότι 

ΑΒ΄ Β΄Γ΄ Γ΄Δ΄ ΑΔ΄ 1

ΑΒ ΒΓ ΓΔ ΑΔ 2
    . 

Ας θεωρήσουμε κατόπιν ένα τρίγω-
νο ΑΒΓ και ας προεκτείνουμε τις 
πλευρές του ΑΒ και ΑΓ προς τα 
σημεία Β και Γ αντίστοιχα. Θεω-
ρούμε σημείο Β΄ στην προέκταση 
της ΑΒ, έτσι, ώστε AB΄ = 3ΑΒ. Από  
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το Β΄ φέρουμε 
παράλληλη προς 
την τρίτη πλευρά 
ΒΓ, που τέμνει 
την προέκταση 
της ΑΓ στο ση-
μείο Γ΄. Τότε πα-
ρατηρούμε ότι τα 

 
Σχήμα 2 

τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΒ΄Γ΄ έχουν όλες 
τις γωνίες τους ίσες μία προς μία, 
ενώ επιπλέον ισχύει ότι 

ΑΒ΄ ΑΓ΄ Β΄Γ΄
3

ΑΒ ΑΓ ΒΓ
   . 

Τα δύο παραλληλόγραμμα, όπως 
και τα δύο τρίγωνα που κατα-
σκευάσθηκαν προηγουμένως λέγο-

νται όμοια, ενώ ο λόγος των ομό-
λογων πλευρών τους (δηλαδή των 
πλευρών που βρίσκονται απέναντι 

από ίσες γωνίες) λέγεται λόγος ο-

μοιότητας. 
Γενικότερα για τα όμοια ευθύγραμ-
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μα σχήματα έχουμε τον ακόλουθο 
ορισμό. 

Ορισμός   

Δύο ευθύγραμμα σχήματα λέγο-
νται όμοια, αν έχουν τις πλευρές 
τους ανάλογες και τις γωνίες που 
σχηματίζονται από ομόλογες 
πλευρές τους ίσες μία προς μία. 

Ο λόγος των ομόλογων πλευρών 
δύο ευθύγραμμων σχημάτων, λέγε-
ται λόγος ομοιότητας αυτών και 
συμβολίζεται με λ. Η ομοιότητα με-
ταξύ δύο ευθύγραμμων σχημάτων 
συμβολίζεται με  . 

Θεώρημα  

Ο λόγος των περιμέτρων δύο ό-
μοιων ευθύγραμμων σχημάτων 
ισούται με το λόγο ομοιότητάς 
τους. 
Απόδειξη 
Ας θεωρήσουμε δύο όμοια  
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ευθύγραμμα σχή-
ματα ΑΒΓΔΕ και 
Α΄Β΄Γ΄Δ΄Ε΄ (ανάλο-
γα αποδεικνύεται 
για ευθύγραμμα 
σχήματα με περισ-
σότερες κορυφές). 
Λόγω της ομοιότη-
τας θα έχουμε ότι 

 
Σχήμα 3 

Α΄Β΄ Β΄Γ΄ Γ΄Δ΄ Δ΄Ε΄ Ε΄Α΄
λ

ΑΒ ΒΓ ΓΔ ΔΕ ΕΑ
      

και από τις ιδιότητες των αναλο-
γιών, το άθροισμα των αριθμητών 
προς το άθροισμα των παρανομα-
στών ισούται με λ, δηλαδή: 

Α΄Β΄ Β΄Γ΄ Γ΄Δ΄ Δ΄Ε΄ Ε΄Α΄
λ

ΑΒ ΒΓ ΓΔ ΔΕ ΕΑ

   


   
. 

8.2 Κριτήρια ομοιότητας 

Στην παράγραφο αυτή θα ασχολη-
θούμε με την ομοιότητα των τριγώ-
νων, καθώς αποδεικνύεται (εφαρ-
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μογή 3) ότι δύο όμοια ευθύγραμμα 
σχήματα χωρίζονται σε ισάριθμα 
όμοια τρίγωνα. 

Θεώρημα Ι (1ο Κριτήριο Ομοιότη-
τας) 

Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνίες 
τους ίσες μία προς μία, τότε είναι 
όμοια. 
Απόδειξη 
Ας θεωρήσουμε τα 
τρίγωνα ΑΒΓ και 

Α΄Β΄Γ΄ με Α̂ = Α̂΄,  

Β̂ = Β̂΄, οπότε και  

Γ̂ = Γ̂΄. Xωρίς βλάβη 
της γενικότητας, θε-
ωρούμε ότι  

 
Σχήμα 4 

Α΄Β΄ ΑΒ , επομένως υπάρχει ση-
μείο Β΄΄ στην ΑΒ τέτοιο, ώστε ΑΒ΄΄= 
Α΄Β΄. Από το Β΄΄ φέρουμε παράλ-
ληλη προς τη ΒΓ που τέμνει την ΑΓ 
στο Γ΄΄. Τότε τα τρίγωνα ΑΒ΄΄Γ΄΄ και 
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ΑΒΓ είναι όμοια, αφού ισχύει ότι 
Β΄΄Γ΄΄ // ΒΓ, οπότε 
ΑΒ΄΄ ΑΓ΄΄ Β΄΄Γ΄΄

ΑΒ ΑΓ ΒΓ
   και η Α̂ είναι 

κοινή, ενώ Β̂΄΄= Β̂ οπότε και Γ̂΄΄= Γ̂. 
Όμως τα τρίγωνα ΑΒ΄΄Γ΄΄ και Α΄Β΄Γ΄ 
είναι ίσα, καθώς έχουν μία πλευρά 
ίση και τις προσκείμενες σε αυτή 
γωνίες ίσες.  
Συνεπώς τα τρίγωνα ΑΒΓ και 
Α΄Β΄Γ΄ είναι όμοια. 

ΠΟΡIΣΜΑΤΑ 
(i) Δύο ορθογώνια τρίγωνα είναι 
όμοια, όταν έχουν μία οξεία γωνία 
τους ίση. 
(ii) Όλα τα ισόπλευρα τρίγωνα εί-
ναι όμοια μεταξύ τους. 
(iii) Δύο ισοσκελή τρίγωνα, τα ο-
ποία έχουν μία αντίστοιχη γωνία 
ίση, είναι όμοια. 
 

100 / 172 



 101 

Θεώρημα ΙΙ (2ο Κριτήριο Ομοιό-
τητας) 

Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευ-
ρές ανάλογες μία προς μία και τις 
περιεχόμενες στις πλευρές αυτές 
γωνίες ίσες, τότε είναι όμοια. 
Απόδειξη 
Θεωρούμε τα τρίγωνα ΑΒΓ και 

Α΄Β΄Γ΄ (σχ.4) έτσι, ώστε Α̂ = Α̂΄ και 
Α΄Β΄ Α΄Γ΄

ΑΒ ΑΓ
 . Χωρίς βλάβη της γενι-

κότητας θεωρούμε ότι Α΄Β΄ ΑΒ , 
επομένως θα υπάρχει σημείο Β΄΄ 
στην ΑΒ, με Α Β΄΄ = Α΄Β΄. Από το 
Β΄΄ φέρουμε παράλληλη προς τη 
ΒΓ που τέμνει την ΑΓ στο Γ΄΄. Επο-
μένως, τα τρίγωνα ΑΒ΄΄Γ΄΄ και ΑΒΓ 
είναι όμοια.  
Επειδή ΑΒΓ ΑΒ΄΄Γ΄΄  είναι 

ΑΒ΄΄ ΑΓ΄΄

ΑΒ ΑΓ
  ή 

Α΄Β΄ ΑΓ΄΄

ΑΒ ΑΓ
 . 
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Όμως, από την υπόθεση ισχύει ότι 
Α΄Β΄ Α΄Γ΄

ΑΒ ΑΓ
 . Επομένως καταλή-

γουμε ότι 
ΑΓ΄΄ Α΄Γ΄

ΑΓ ΑΓ
  ή ΑΓ΄΄= Α΄Γ΄. 

Τελικά τα τρίγωνα ΑΒ΄΄Γ΄΄ και 
Α΄Β΄Γ΄ είναι ίσα, καθώς έχουν δύο 
πλευρές ίσες μία προς μία και τις 
περιεχόμενες στις πλευρές αυτές 
γωνίες ίσες. 

Θεώρημα ΙΙΙ (3ο Κριτήριο Ομοιό-
τητας) 

Αν δύο τρίγωνα έχουν τις πλευρές 
τους ανάλογες μία προς μία, τότε 
είναι όμοια. 
Απόδειξη 
Θεωρούμε τα τρίγωνα ΑΒΓ και 
Α´Β´Γ´ (σχ. 4), ώστε 

Α΄Β΄ Α΄Γ΄ Β΄Γ΄

ΑΒ ΑΓ ΒΓ
  . 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας θεω-
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ρούμε Α΄Β΄ ΑΒ , επομένως θα υ-
πάρχει σημείο Β΄΄ στην ΑΒ, με  
ΑΒ΄΄= Α΄Β΄. Από το Β΄΄ φέρουμε 
παράλληλη προς τη ΒΓ που τέμνει 
την ΑΓ στο Γ΄΄, οπότε τα τρίγωνα 
ΑΒ΄΄Γ΄΄ και ΑΒΓ είναι όμοια. 
Επειδή ΑΒΓ ΑΒ΄΄Γ΄΄  είναι 

ΑΒ΄΄ ΑΓ΄΄ Β΄΄Γ΄΄

ΑΒ ΑΓ ΒΓ
   ή  

Α΄Β΄ ΑΓ΄΄ Β΄΄Γ΄΄

ΑΒ ΑΓ ΒΓ
  . 

Όμως από την υπόθεση έχουμε ότι 
Α΄Β΄ Α΄Γ΄ Β΄Γ΄

ΑΒ ΑΓ ΒΓ
  . 

Επομένως προκύπτει ότι 
ΑΓ΄΄ Α΄Γ΄

ΑΓ ΑΓ
  και 

Β΄΄Γ΄΄ Β΄Γ΄

ΒΓ ΒΓ
 , 

οπότε ΑΓ΄΄= Α΄Γ΄ και Β΄΄Γ΄΄= Β΄Γ΄. 
Άρα τα τρίγωνα ΑΒ΄΄Γ΄΄ και A΄B΄Γ΄ 
είναι ίσα γιατί έχουν και τις τρεις 
πλευρές τους ίσες. 
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ΣΧΟΛΙΟ 
Το θεώρημα που εκφράζει ότι δύο 
όμοια τρίγωνα έχουν τις πλευρές 
τους ανάλογες και το Πυθαγόρειο 
θεώρημα αποτελούν τους βασικούς 
συνδετικούς κρίκους της Γεωμετρί-
ας με την Άλγεβρα. Η σύνδεση της 
Γεωμετρίας με την Άλγεβρα είναι ι-
διαίτερα εποικοδομητική, καθώς 
μας επιτρέπει να χρησιμοποιούμε 
την εποπτεία της Γεωμετρίας σε 
αλγεβρικά προβλήματα και την ευ-
χέρεια των πράξεων της Άλγεβρας 
σε γεωμετρικά προβλήματα. Τα ό-
μοια τρίγωνα και το Πυθαγόρειο 
θεώρημα αποτέλεσαν τα θεμέλια 
της Τριγωνομετρίας. Χρησιμοποιώ-
ντας όμοια τρίγωνα μπορούμε να 
υπολογίσουμε τις διαστάσεις ενός 
αντικειμένου μετρώντας τις διαστά-
σεις ενός μικρότερου μοντέλου του. 
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Το μοντέλο αυτό θα έχει τις ίδιες 
γωνίες με το αρχικό, επομένως οι 
διαστάσεις του αρχικού προκύ-
πτουν αν πολλαπλασιάσουμε τις 
αντίστοιχες διαστάσεις του μοντέ-
λου με το λόγο ομοιότητας των δύο 
σχημάτων. 

 

ΕΦΑΡΜΟΓH 1η 
Ας θεωρήσουμε δύο όμοια τρίγω-
να ΑΒΓ, Α΄Β΄Γ΄ με λόγο ομοιότη-
τας λ και σημεία Μ της ΒΓ, Μ΄ της 

Β΄Γ´ τέτοια, ώστε 
 

 

ΒΜ Β Μ
=

ΜΓ Μ Γ
. 

Τότε ισχύει ότι 

     

ΑΜ ΒΜ ΓΜ
= = = λ

Α Μ Β Μ Γ Μ
. 

Απόδειξη 
Έστω ότι Α΄Β΄ ΑΒ , οπότε θα υ-
πάρχει σημείο Β΄΄ της ΑΒ τέτοιο, 
ώστε ΑΒ΄΄ = Α΄Β΄ και σημείο Γ΄΄ της 
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ΑΓ τέτοιο, ώστε ΑΓ΄΄= Α΄Γ΄, με 
Β΄΄Γ΄΄//ΒΓ. Έστω σημείο Μ΄΄ της 
Β΄΄Γ΄΄ τέτοιo, ώστε Β΄΄Μ΄΄= Β΄Μ΄. 
Προεκτείνουμε την ΑΜ΄΄ ώστε να 
τμήσει τη ΒΓ σε σημείο Ε. Τότε τα 
τρίγωνα ΑΒ΄΄Μ΄΄ και ΑΒΕ είναι ό-

μοια, οπότε 
ΑΒ΄΄ Β΄΄Μ΄΄ ΑΜ΄΄

ΑΒ ΒΕ ΑΕ
   ή 

Β΄Μ΄ Α΄Μ΄
λ

ΒΕ ΑΕ
  . 

 
               Σχήμα 5 

Όμοια έχουμε ότι 
Μ΄Γ΄ Α΄Μ΄

λ
ΕΓ ΑΕ

  . 

Οπότε 
Β΄Μ΄ ΒΕ ΒΜ

Μ΄Γ΄ ΕΓ ΜΓ
  , συνεπώς 

τα Ε και Μ ταυτίζονται. 
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ΠΟΡIΣΜΑΤΑ 

(i) Ο λόγος ομοιότητας δύο όμοιων 
τριγώνων είναι ίσος με το λόγο 
δύο ομόλογων υψών τους. 

(ii) Ο λόγος ομοιότητας δύο όμοιων 
τριγώνων είναι ίσος με το λόγο 
δύο ομόλογων διχοτόμων τους. 

(iii) Ο λόγος ομοιότητας δύο όμοιων 
τριγώνων είναι ίσος με το λόγο 
δύο ομόλογων διαμέσων τους. 

 

EΦΑΡΜΟΓΗ 2η 
Πόσο ύψος έχει το σχολείο σας; 
Λύση 

    
Σχήμα 6 

Ένας μαθητής βλέπει την κορυφή Γ 
του σχολείου από δύο σημεία Α και 
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Β στο έδαφος (σχ. 6). χρησιμοποι-
ώντας έναν εξάντα (βλ. επόμενη 

παράγραφο) μετράει τις γωνίες Α̂ , 

Β̂ με τις οποίες φαίνεται το σχολείο, 

π.χ. Α̂ = 19° και Β̂ = 43°. 
Kατόπιν μετράει την απόσταση 
από το σημείο Αως το Β, π.χ. 
ΑΒ=12 μέτρα . Η μέτρηση των γω-
νιών έγινε από κάποια απόσταση 
από το έδαφος ίση με το ύψος του 
μαθητή, ας υποθέσουμε ότι έχει 
ύψος 1,8 μέτρα. Για να υπολογί-
σουμε το ύψος του σχολείου κατα-
σκευάζουμε σε μία κόλλα χαρτί το 
αντίστοιχο μοντέλο. Θεωρούμε ένα 
ευθύγραμμο τμήμα A´B´=6 cm. Προ-
εκτείνουμε την Α´Β´ προς το μέρος 
του Β´ και σχηματίζουμε στο ίδιο 

ημιεπίπεδο δύο γωνίες xΑ̂΄y = 19° 
και xB΄z = 43°. Oι ημιευθείες A´y και 
B´z τέμνονται στο σημείο Γ´. Από το 
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σημείο Γ´ φέρουμε την κάθετη Γ´Δ´ 
στην Α´Β´ και έχουμε κατασκευάσει 
το μοντέλο μας. Μετράμε ότι το Γ´Δ´ 
ισούται με 3,3 cm. 
O λόγος ομοιότητας είναι  

ΑΒ
λ 200

Α΄Β΄
  . 

Επομένως το πραγματικό μήκος 
του ΓΔ είναι ΓΔ = λΓ΄Δ΄ = 6,6 μέτρα. 
Προσθέτοντας και το ύψος του μα-
θητή, έχουμε ότι το πραγματικό ύ-
ψος του σχολείου είναι 8,4 μέτρα. 
 

ΣΧΟΛΙΟ 
Με τη χρήση της ομοιότητας μπο-
ρούμε να μετρήσουμε μήκη ευθύ-
γραμμων τμημάτων που είναι α-
πρόσιτα. 
 

Ο ΕΞΑΝΤΑΣ 
Το διπλανό σχήμα εκφράζει τη λει-
τουργία του εξάντα, δηλαδή μας 
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Σχήμα 7 

παρουσιάζει έναν απλό μηχανισμό 
για να μετράμε τις γωνίες υπό τις 
οποίες φαίνεται ένα σχήμα. Για να 
κατασκευασθεί χρειάζεται ένα ίσιο 
ξύλο, ένα μοιρογνωμόνιο, μία χορ-
δή (κιθάρας) ή πετονιά, ένα βαράκι 
(νήμα της στάθμης) και δύο αν-
θρώπους, έναν για να βλέπει το α-
ντικείμενο και έναν για να διαβάζει 
τη μέτρηση. 
 

ΣΧΟΛΙΟ 
Παλιά οι μαθημα-
τικοί συνειδητο-
ποίησαν ότι για  

 

 
Σχήμα 8 

τέτοιου είδους προβλήματα ήταν να 
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επιλύουν αρκετό να έχουν έναν πί-
νακα με τρίγωνα και τις διαστάσεις 
τους, οπότε θα αρκούσε να μελε-
τούν τον πίνακα παρά να κατα-
σκευάζουν μοντέλα των τριγώνων 
που προέκυπταν από φυσικά προ-
βλήματα. 
Παρατήρησαν ότι αρκεί ο πίνακας 
αυτός να έχει μόνο ορθογώνια τρί-
γωνα αφού κάθε τρίγωνο διαμερίζε-
ται σε δύο ορθογώνια (σχ. 8). Ένας 
τέτοιος πίνακας είναι οι τιμές των 
τριγωνομετρικών συναρτήσεων : τα 
ημίτονα και συνημίτονα των γω-
νιών ενός ορθογώνιου τριγώνου με 
υποτείνουσα 1. Πρακτικά τα αποτε-
λέσματα από την τριγωνομετρία εί-
ναι ακριβέστερα από αυτά που 
προκύπτουν από μέτρηση και κα-
τασκευή μοντέλου, όπως προη-
γουμένως. Ωστόσο οι τριγωνομε-
τρικοί πίνακες δεν είναι τίποτε  
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άλλο, παρά πίνακες όμοιων τριγώ-
νων. 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 3η 
Να αποδείξετε ότι δύο όμοια ευ-
θύγραμμα σχήματα χωρίζονται σε 
ισάριθμα όμοια τρίγωνα. 
Απόδειξη 

 
Σχήμα 9 

Θα αποδείξουμε την εφαρμογή για 
δύο πεντάγωνα ΑΒΓΔΕ και 
Α΄Β΄Γ΄Δ΄Ε΄, καθώς η απόδειξη είναι 
ανάλογη για κάθε πολύγωνο. 
Ας υποθέσουμε ότι τα δύο πεντά-
γωνα είναι όμοια με λόγο ομοιότη-
τας λ. Από τις κορυφές Α, Α΄ των 
πενταγώνων φέρουμε τις διαγωνί-
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ους ΑΓ, ΑΔ και Α΄Γ΄, Α΄Δ΄ αντίστοι-
χα, οπότε καθένα πεντάγωνο χω-
ρίσθηκε σε τρία τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΓΔ, 
ΑΔΕ και Α΄Β΄Γ΄, Α΄Γ΄Δ΄, Α΄Δ΄Ε΄ α-
ντίστοιχα. 
Τότε έχουμε ότι ΑΒΓ ≈ Α΄Β΄Γ΄ και 
ΑΔΕ ≈ Α΄Δ΄Ε΄. Επομένως, θα είναι 

και Γ̂1 = Γ̂΄1 και 
ΑΓ

λ
Α΄Γ΄

 . Τότε όμως 

θα έχουμε ότι Γ̂2 = Γ̂΄2 (αφού Γ̂ = Γ̂´) 

και 
ΓΔ

λ
Γ΄Δ΄

 . 

Επομένως και τα τρίγωνα ΑΓΔ και 
Α΄Γ΄Δ΄ θα είναι όμοια. 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 4η 
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και το ύψος 

του υα=ΑΗ. Να αποδείξετε ότι  

βγ = 2Rυα, όπου R η ακτίνα του 
περιγεγραμμένου κύκλου του τρι-
γώνου ΑΒΓ. 
Απόδειξη 
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Θεωρούμε τη διάμε-
τρο ΑΔ. Τα τρίγωνα 
ΑΗΓ και ΑΒΔ είναι ό-

μοια, αφού Β̂ = Η̂ = 1└ 

και Γ̂ = Δ̂   
ως εγγεγραμμένες  

 
Σχήμα 10 

που βαίνουν στο ίδιο τόξο. 

Επομένως είναι 
ΑΗ ΑΓ

ΑΒ ΑΔ
  ή 

αβγ 2Rυ . 
 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
Αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο 

με Α̂ = 1└ , τότε είναι  

βγ = αυα = 2Rυα . 
 

AΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ 
Ερωτήσεις Κατανόησης 
1. i) Αν δύο τρίγωνα είναι ίσα, τότε 
είναι όμοια; 
ii) Αν δύο τρίγωνα είναι όμοια με 
ένα τρίτο τρίγωνο, τότε είναι και με-
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ταξύ τους όμοια; 
2. Δύο ισοσκελή τρίγωνα είναι πά-
ντα όμοια; 
3. Στο παρακάτω σχήμα είναι  

ΑΒ = 3ΔΕ. Να βρεθεί ο λόγος 
ΕΖ

ΒΓ
. 

 
4. Στο παρακάτω σχήμα να βρεθεί 
το μήκος του ΔΕ. 

 
5. Οι πλευρές ενός τριγώνου είναι 
3cm, 4cm και 5cm. 
Ένα τρίγωνο όμοιο με αυτό έχει 
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περίμετρο 24cm. Ποια είναι τα μήκη 
των πλευρών του; 
6. Αν στο παρακάτω σχήμα το τε-
τράπλευρο ΒΚΛΓ είναι εγγράψιμο, 
τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΚΛ είναι όμοι-
α; Ποιες είναι οι ομόλογες πλευρές 
τους; 

 
7. Στο παρακάτω σχήμα οι ευθείες 
ΑΒ και ΓΔ είναι παράλληλες; Αιτιο-
λογήστε την απάντησή σας. 

 
Ασκήσεις Eμπέδωσης 
1. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 
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(Α̂ = 1└). Από τυχαίο σημείο Δ της 

ΑΓ φέρουμε ΔΕΒΓ. Να αποδείξετε 
ότι: 
i) τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΓ είναι ό-
μοια, 
ii) ΑΓ∙ΕΔ = ΑΒ∙ΕΓ. 
2. Στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ τριγώνου 
ΑΒΓ θεωρούμε σημεία Δ και Ε αντί-

στοιχα, ώστε 
1

ΑΔ ΑB
3

  και  

2
ΓΕ ΑΓ

3
 . Να αποδείξετε ότι: 

i) τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ είναι ό-
μοια, 
ii) ΒΓ = 3ΔΕ. 
3. Μία μεταλλική πλάκα έχει σχήμα 
ορθογώνιου τριγώνου με πλευρές 
α,β,γ. Η πλάκα θερμαίνεται και από 
τη διαστολή αυξάνεται κάθε πλευρά 

της κατά το 
1

15
 της. Θα παραμείνει 
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ορθογώνιο τρίγωνο το σχήμα της 
πλάκας; 
4. Ένα δέντρο ρίχνει κάποια στιγμή 
σε οριζόντιο έδαφος σκιά μήκους 
24m. Στο ίδιο σημείο, την ίδια στιγ-
μή, μια κατακόρυφη ράβδος μήκους 
2m ρίχνει σκιά μήκους 3m. Να βρε-
θεί το ύψος του δέντρου. 
5. Δίνεται το ορθογώνιο τρίγωνο 
ΑΒΓ και το ύψος του ΑΔ. Να απο-
δείξετε ότι : 

i) ΑΔ
2
 = ΔΒ∙ΔΓ, 

ii) ΑΒ
2
 = ΒΔ∙ΒΓ, 

iii) ΑΒ∙ΑΓ = ΑΔ∙ΒΓ. 
6. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραμ-
μένο σε κύκλο (O,R) και oι ευθείες 
Αx και Αy που σχηματίζουν ίσες 
γωνίες με τις ΑΒ και ΑΓ και τέμνουν 
τη ΒΓ και τον κύκλο αντίστοιχα στα 
Δ και Ε. Να αποδείξετε ότι 
ΑΔ∙ΑΕ = ΑΒ∙ΑΓ. 
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Αποδεικτικές Ασκήσεις 
1. Ο παρατηρητής ΑΒ βλέπει το 
φως του λαμπτήρα Γ μέσα από τον 
καθρέπτη Κ. Να υπολογίσετε το 
ύψος του φανοστάτη ΔΓ, όταν είναι 
ΔΚ=3m, ΑΚ=2m και το ύψος του 
παρατηρητή 1,70m. (Είναι γνωστό 
από τη Φυσική ότι η γωνία πρό-
σπτωσης είναι ίση με τη γωνία α-
νάκλασης). 

 
2. Να αποδείξετε ότι: 
i) δύο παραλληλόγραμμα είναι ό-
μοια, αν δύο διαδοχικές πλευρές 
του ενός είναι ανάλογες προς δύο 
διαδοχικές πλευρές του άλλου και 
οι γωνίες των πλευρών αυτών είναι 
ίσες, 
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ii) δύο ορθογώνια με ίση τη γωνία 
των διαγωνίων τους είναι όμοια. 

3. Θεωρούμε τους κύκλους (Ο1,R1) 

και (O2,R2) που τέμνονται στα ση-

μεία Α και Β. Αν οι εφαπτόμενες 

στο Α τέμνουν τους κύκλους στα Α1 

και Α2 αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι 

ΑΒ
2
 = ΒΑ1∙ΒΑ2. 

4. Αν ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ είναι τα ύψη και 
Η το ορθόκεντρο τριγώνου ΑΒΓ να 
αποδείξετε ότι  
ΗΔ∙ΗΑ = ΗΒ∙ΗΕ = ΗΓ∙ΗΖ. 

5. Από το μέσο Μ του τόξου ΑΒ φέ-
ρουμε τις χορδές ΜΔ και ΜΖ, που 
τέμνουν τη χορδή ΑΒ στα Δ΄ και Ζ΄ 
αντίστοιχα. Να αποδειχθεί ότι 
ΜΔ∙ΜΔ΄ = ΜΖ∙ΜΖ΄. 

6. Σε ορθογώνιο τραπέζιο (Α̂ = Δ̂  = 
1└) οι διαγώνιοι είναι κάθετες. Να 
αποδείξετε ότι το ύψος του είναι 
μέσο ανάλογο των βάσεων. 
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Σύνθετα Θέματα 
1. Να αποδείξετε ότι δύο τραπέζια 
με ανάλογες βάσεις και τις προ-
σκείμενες σε δύο ομόλογες βάσεις 
τους γωνίες ίσες μία προς μία, είναι 
όμοια. 

2. Έστω δοσμένη γωνία xΟ̂y και 
σημείο Μ. Ο τυχαίος κύκλος που 
διέρχεται από τα Ο και Μ τέμνει τις 
πλευρές Οx, Oy στα Β και Γ αντί-

στοιχα. Να αποδειχθεί ότι 
ΜΒ d

ΜΓ d΄
 , 

όπου d, d΄ είναι οι αποστάσεις του 
Μ από τις Οx, Oy , αντίστοιχα. 
3. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 

(Α̂ = 1└) και το ύψος του ΑΔ. Η δι-

χοτόμος της γωνίας Γ̂ τέμνει το AΔ 

στο Ζ και η διχοτόμος της ΔΑ̂Β τέ-
μνει τη ΒΓ στο Ε. Να αποδείξετε ότι 
ΖΕ//ΑΒ. 

4. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με Β̂-Γ̂ = 1└ 
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και το ύψος του ΑΔ. Να αποδείξετε 

ότι ΑΔ
2
 = ΔΒ∙ΔΓ. 

5. Η διχοτόμος ΑΔ ενός τριγώνου 
ΑΒΓ τέμνει τον περιγεγραμμένο κύ-
κλο στο Ε. Να αποδείξετε ότι : 
i) AB∙AΓ = ΑΔ∙ΑΕ, 

ii) ΕΒ
2
 = ΕΑ∙ΕΔ . 

 

ΓΕΝΙΚEΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
1. Έστω δοσμένος κύκλος (Ο,R) και 
σημείο Α στο εξωτερικό του κύ-
κλου. Από το Α φέρουμε την εφα-
πτομένη ΑΤ και την τέμνουσα ΑΒΓ. 

Να αποδειχθεί ότι 
2

2

ΑΒ ΤΒ

ΑΓ ΤΓ
  . 

2. Από σημείο Α φέρουμε τις εφα-
πτόμενες ΑΒ και ΑΓ κύκλου (Ο,R) 
και τυχαία τέμνουσα ΑΔΕ. Να απο-
δειχθεί ότι ΒΔ∙ΓΕ = ΒΕ∙ΓΔ. 
3. Aν Ε, Ζ είναι οι προβολές των 
κορυφών Β, Γ ενός τριγώνου ΑΒΓ 
(με β ήγ) στη διχοτόμο του ΑΔ να 
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αποδείξετε ότι τα Ε, Ζ είναι συζυγή 
αρμονικά των Α, Δ. 
4. Σε κάθε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ 
να αποδειχθεί ότι οι αποστάσεις 
τυχαίου σημείου της διαγωνίου ΑΓ 
από τις πλευρές ΑΒ και ΑΔ είναι 
αντιστρόφως ανάλογες προς τις 
πλευρές αυτές. 
5. Αν Μ τυχαίο σημείο κύκλου (Ο,R), 
να αποδείξετε ότι : 
i) η απόσταση d του Μ από χορδή 

ΑΒ του κύκλου είναι 
MA MB

d
2R


 , 

ii) η απόσταση d´ του Μ από την 
εφαπτομένη σε τυχαίο σημείο Α του 

κύκλου είναι 
2MA

d΄
2R

 , 

iii) αν d, d1, d2 οι αποστάσεις του Μ 

από μία χορδή ΓΔ του κύκλου και 
από τις εφαπτόμενες στα Γ, Δ αντί-

στοιχα, τότε d
2
 = d1∙d2 . 
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6. Θεώρημα Πτολεμαίου: Σε κάθε 
εγγράψιμο τετράπλευρο το άθροι-
σμα των γινομένων των απέναντι 
πλευρών είναι ίσο με το γινόμενο 
των διαγωνίων του. 
 

Δραστηριότητες 
1. Να κατασκευασθούν δύο τετρά-
πλευρα των οποίων οι πλευρές εί-
ναι παράλληλες μία προς μία, αλλά 
δεν είναι όμοια. 
2. Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ. Να κα-
τασκευασθεί τετράπλευρο Α΄Β΄Γ΄Δ΄ 
το οποίο να αποτελείται από τρί-
γωνα ίσα με τα τρίγωνα στα οποία 
χωρίζει η διαγώνιος ΑΓ το ορθογώ-
νιο έτσι, ώστε το Α΄Β΄Γ΄Δ΄ να μην 
είναι όμοιο με το ΑΒΓΔ. 

Εργασία 
Κατασκευάστε έναν εξάντα και υ-
πολογίστε το ύψος μίας πολυκα-
τοικίας στη γειτονιά σας ακολου-
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θώντας τη διαδικασία της εφαρ-
μογής 2. 
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ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ 
• Όμοια ευθύγραμμα σχήματα  

 • Ανάλογες πλευρές 
 •Ίσες γωνίες 
 
• O λόγος των περιμέτρων δύο ό-
μοιων ευθύγραμμων σχημάτων ι-
σούται με το λόγο ομοιότητάς τους. 
 

• Κριτήρια Ομοιότητας τριγώνων  
 • Δύο ίσες γωνίες 

 • Δύο πλευρές ανάλογες 
  και τις περιεχόμενες 
  γωνίες ίσες 
 • Τρεις πλευρές ανάλογες 
 

• Σε δύο όμοια τρίγωνα ο λόγος 
δύο ομόλογων στοιχείων τους ι-
σούται με το λόγο ομοιότητάς τους. 
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Βάσει του ν. 3966/2011 τα διδακτι-
κά βιβλία του Δημοτικού, του Γυ-
μνασίου, του Λυκείου, των ΕΠΑ.Λ 
και των ΕΠΑ.Σ τυπώνονται από 
του ΙΤΥΕ – ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ και διανέ-
μονται δωρεάν στα Δημόσια Σχο-
λεία. Τα βιβλία μπορεί να διατίθε-
νται προς πώληση, όταν φέρουν 
στη δεξιά κάτω γωνία του εμπρο-
σθόφυλλου ένδειξη «ΔΙΑΤΙΘΕΤΑΙ 
ΜΕ ΤΙΜΗ ΠΩΛΗΣΗΣ». Κάθε αντί-
τυπο που διατίθεται προς πώληση 
και δεν φέρει την παραπάνω έν-
δειξη θεωρείται κλεψίτυπο και ο 
παραβάτης διώκεται σύμφωνα με 
τις διατάξεις του άρθρου 7 του Νό-
μου 1129 της 15/21 Μαρτίου 1946 
(ΦΕΚ 1946, 108, Α΄). 
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Απαγορεύεται η αναπαραγωγή 
οποιου-δήποτε τμήματος αυτού 
του βιβλίου, που καλύπτεται από 
δικαιώματα (copyright), ή η χρήση 
του σε οποιαδήποτε μορφή, χωρίς 
τη γραπτή άδεια του Υπουργείου 
Παιδείας, Διά Βίου Μάθησης και 
Θρησκευμάτων/ ΙΤΥΕ - 
ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ. 
 


